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Chapitre 1
Introdution
Le modèle standard et la théorie quantique des hamps nous donnent à l'heure atuelle
la meilleure desription onnue et vériée expérimentalement des interations entre parti-
ules. Les partiules élémentaires existantes sont lassées entre les médiateurs des intera-
tions, les bosons, et les partiules de matière, les fermions, présentés gure 1.1.
Fig. 1.1  Classiation des partiules dans le modèle standard
Le présent travail s'intéressera au seteur de la ChromoDynamique Quantique, QCD,
qui a pour but de dérire les interations fortes entre les quarks et les gluons. Les quarks,
partiules de spin
1
2 sont au nombre de six, diéreniés par leur saveur. Les quarks up
(u), harm, et top ont une harge de 2/3, les quarks down (d), strange et bottom de -1/3.
Nous nous limiterons dans ette thèse au doublet d'isospin formé par les quarks (u,d).
1
2 Chapitre 1. Introdution
Les gluons, partiules de spin 1 sont au nombre de 8. Ces partiules supposées pontuelles
permettent alors de dérire un rihe spetre de partiules omposites, appelés hadrons.
Le formalisme de QCD s'appuie sur la théorie quantique relativiste des hamps. Les
hamps fermioniques de quarks sont notés ψaαf (x) où l'indie f se référe à la saveur (f =
u, d), a à la ouleur (a=1..3) et α est un indie de spineur (α=1..4). On fera apparaître les
indies de ouleur et de spineur aux moments opportuns. Les hamps bosoniques de gluons
seront notés Aiµ(z)(i = 1..8), (µ = 1..4).




2 + ψ¯(iγµDµ −mq)ψ (1.1)
où
F iµν = ∂µA
i
ν − ∂νAiµ + gf ijkAjµAkν (1.2)
est le tenseur assoié au hamp du gluon. Le terme où il apparaît dans le langrangien est
assoié à la densité d'énergie du hamp de jauge. On notera que le dernier terme dans
l'expression de F iµν est à l'origine de l'interation entre 3 et 4 gluons. On dénit également
la dérivée ovariante :
Dµ = ∂µ − igAiµλi (1.3)







élement de l'algèbre de Lie SU(3). Le seond terme de 1.3 est responsable de l'interation
entre quarks et gluons. Dans les expressions préédentes g est la onstante de ouplage
forte, mq la masse nue des quarks.
La onstrution d'un tel Lagrangien se base sur les prinipes primordiaux de la physique
de partiules que sont les symétries et l'invariane de jauge loale. En eet, il est invariant
sous les transformations de Lorentz, les symétries disrètes C, P et T et les transformations
de jauge. Nous reviendrons sur e prinipe lors de la formulation de la théorie sur réseau.
Rappelons les deux aratéristiques prinipales de l'interation forte qui déoulent du
omportement de la onstante de ouplage eetive αs(Q) =
g2(Q)
4π en fontion de l'éhelle,
représenté par la gure 1.2 :
 Pour Q → ∞,αs(Q) → 0 : ette propriété est nommée liberté asymptotique, [1, 2℄.
Aux petites distanes l'intensité de l'interation forte est faible. Il est alors possible
d'eetuer des aluls perturbatifs valides pour des éhelles d'énergie Q & 10 GeV,
.a.d aux éhelles d'énergie atteintes dans les aélérateurs.
 L'intensité de l'interation forte devient grande pour des éhelles Q . 1 GeV e qui
orrespond à l'ordre de grandeur de la masse des hadrons légers. Dans e domaine
les eets non-perturbatifs de la théorie sont à prendre en onsidération.
3Fig. 1.2  Evolution de la onstante de ouplage forte αs(Q) =
g2(Q)
4π en fontion de l'éhelle
Cette dernière remarque implique que l'étude des préditions de QCD à basse énergie
néessite des méthodes non-perturbatives. La formulation de QCD sur réseau, historique-
ment inventée par Wilson [3℄, est la seule méthode permettant d'aéder aux grandeurs
phénoménologiques de basse énergie à partir de premiers prinipes.
En QCD sur réseau, nous aurons aès aux éléments de matries 〈m|O|n〉 où |n〉 et |m〉
sont des états hadroniques et O un opérateur. Cette théorie est onstruite à partir du seul
Lagrangien QCD, mais nous aurons aès aux éléments de matries orrespondant à des
ouplages életrofaibles. Dans ette thèse, j'ai étudié par des aluls de QCD sur réseau
es éléments de matrie orrespondant au ouplage d'un photon, d'un W ou d'un Z ave
un nuléon. Mon travail portera sur les fateurs de forme ainsi que sur le premier moment
des fontions de distribution de partons.
J'expliquerais au hapitre 2 les développements théoriques et les onnaissanes expérimen-
tales atuelles des observables mentionnées i-dessus. Le hapitre 3 sera dédié à la formu-
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lation de la QCD sur réseau. J'introduirais la théorie de QCD ave des fermions twistés,
et mentionnerais les onditions de nos simulations. Le hapitre 4 expliitera la méthode
utilisée pour le alul des fateurs de forme du nuléon dans ette approhe. Cette partie
fera une large plae à l'étude de l'énergie du nuléon. Par la suite nous expliquerons la
haîne d'analyse pour l'extration des éléments de matrie en justiant les diérents hoix
eetués. Le hapitre 5 dérira les résultats que j'ai obtenus dans la adre de la ollab-
oration European Twisted Mass. Nous mettrons alors en avant le ontrle de nos eets
systématiques.
Chapitre 2
Fateurs de forme et fontions de
distribution de partons
2.1 Fateurs de forme
2.1.1 Fateurs de forme életromagnétique
Historiquement, les premières indiations de la nature omposite du nuléon provien-
nent de la mesure du moment magnétique du proton et du neutron qui ont fait apparaître
des déviations signiatives par rapport aux valeurs attendues dans le as de partiules
pontuelles de Dira [4℄. Au milieu des années 1950, les expérienes de diusion élastique
donnèrent les premières mesures des distributions spatiales des harges életriques et mag-
nétiques [5℄. De nos jours, les paramètres dénissant la struture életromagnétique du
nuléon sont onnus à une bonne préision. Nous expliquerons ii le proessus de la diu-
sion élastique életron-proton, la inématique assoiée et introduirons les fateurs de forme
du nuléon.
La diusion életron-proton est dite élastique lorsque l'état nal hadronique est le
même que l'état hadronique initial. La inématique utilisée est elle de la gure 2.1, ave
q = k− k′ = p′ − p. Lors de e proessus nous nous restreindrons à l'étude des fateurs de
forme dans la région où le moment transféré est de type espae, soit q2 = −Q2 < 0.
L'expression de la setion eae diérentielle non polarisée pour un état nal hadronique














|Mn|2(2π)4δ4(p+ k − k′ − p′n) (2.1)




i est l'impulsion totale du système hadronique pro-
duit, 2K(s) est un fateur de ux,
K(s) =
√
4[(p.k)2 −m2eM2N ] (2.2)
5
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Fig. 2.1  Illustration de la diusion élastique életron-nuléon ave éhange d'un photon
L'amplitude Mn est donnée par :
Mn = e2u¯(k′, λ′)γµu(k, λ) 1
q2
〈n|JEMµ (0)|N, ~p, s〉 (2.3)
où λ, λ′, s désignent respetivement les polarisations de l'életron inident, sortant, et du
nuléon inident. Les notations et onventions adoptées pour les spineurs libres u(k, λ) et
u¯(k′, λ′) sont expliitées en annexe 1.
Dans le as élastique, l'état hadronique sortant est onstitué par un unique nuléon.
L'information sur la struture du nuléon est odée dans l'élément de matrie du ourant
életromagnétique 〈N, ~p′, s′|JEMµ (0)|N, ~p, s〉.
Lorsque l'on néglige la ontribution des quarks les plus lourds (,b,t), le ourant éle-






(ψ¯dγµψd + ψ¯sγµψs) (2.4)
Comme nous le justierons ultérieurement, nous nous limiterons à l'étude du ourant
isovetoriel V µ3 :
V 3µ (0) = ψ¯uγµψu − ψ¯dγµψd (2.5)
Dans le as où la symétrie SU(2) d'isospin est exate, si l'on onsidère le doublet d'isospin





, on a l'égalité :
〈p|V 3µ (0)|p〉 = 〈p|JEMµ (0)|p〉 − 〈n|JEMµ (0)|n〉 (2.6)
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En QCD sur réseau nous évaluerons 〈p|V 3µ (0)|p〉. Aux moments opportuns, les fateurs
de forme assoiés seront respetivement notés ave un exposant p (n) lorsqu'ils sont as-
soiés au ourant életromagnétique du proton (du neutron). On omparera les résultats
de QCD sur réseau ave les résultats expérimentaux obtenus pour les fateurs de forme
életromagnétiques du proton auquel on soustrait eux du neutron.
Pour un état du nuléon quelonque |N, ~p, s〉, l'élément de matrie 〈N, ~p′, s′|JEMµ (0)|N, ~p, s〉
se déompose sous la forme :










C'est la façon la plus générale de paramétriser et élément de matrie qui respete la
onservation du ourant életromagnétique et l'invariane par parité. De plus l'invariane
par renversement du temps implique que les fateurs de forme sont réels. Les fateurs de
forme dépendent de la virtualité Q2 = −q2 > 0, invariant de Lorentz aratéristique du
proessus.
Nous reviendrons sur la onservation du ourant életromagnétique dans une partie
ultérieure. Le premier terme de la déomposition (2.7) est appelé ourant de Dira, le
seond est le terme de Pauli (ou terme de ourant magnétique anormal). La onservation
du ourant a pour onséquene elle de la harge életrique. Dans ette paramétrisation
ei se traduit par F1(0) = Q où Q est la harge életrique du nuléon en unité de |e|. La
valeur de F2(0) = κ est le moment magnétique anormal.
L'interation magnétique est dérite par une ontribution provenant du premier terme et
du seond terme de la déomposition (2.7). En eet un alul dans la limite où la diusion
s'eetue dans un hamp magnétique lentement variable permet de montrer que le moment
magnétique ~µ s'érit sous la forme :




où ~s = ~σ/2 est le spin du fermion de harge Q et de masse m. Lorsque l'on onsidère
l'ordre dominant des aluls perturbatifs du proessus pour une partiule pontuelle de
spin 1/2, F2(0) est nul. Cependant, aux ordres supérieurs, les ontributions des photons
virtuels donnent une valeur non nulle à F2(0). Par exemple, pour un életron, au premier
ordre des perturbations, F2(0) =
α
2π , d'où son appellation de moment magnétique anor-
mal. La omparaison entre les valeurs expérimentales et les valeurs théoriques sont alors
ompatibles ave le fait que les leptons sont des partiules pontuelles. Par ontre, dans le
as des baryons, les résultats expérimentaux montrent qu'ils ne peuvent pas être onsidérés
omme pontuels. Pour le proton
µp/µN = 2.792 , (préision 10
−8
) (2.9)
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et pour le neutron




, Mp étant la masse du proton.
Il est possible de reparamétriser la déomposition (2.7) en terme de fateur de forme
életrique GE(q
2) et magnétique GM (q












Dans le référentiel de Breit, 'est-à-dire le référentiel du entre de masse du système
onstitué de la ible entrante et sortante, le nuléon entrant a une impulsion
~P = − ~q2 , elui
sortant a une impulsion
~P ′ = + ~q2 . Le photon éhangé porte une impulsion ~q mais auune
énergie. Les éléments de matrie dans le référentiel de Breit s'érivent alors :
〈Ns′(~q/2)|JEM0 (0)|Ns(−~q/2)〉 = 2MGE(~q2)δs′s (2.13)
〈Ns′(~q/2)| ~JEM (0)|Ns(−~q/2)〉 = GM (~q2)χ†s′i~σ × ~qχs (2.14)














a alors un rle analogue à la distribution de harge "lassique" [6℄. De même la transformée
de Fourier de GM (~q
2) peut s'interpréter omme la densité de magnétisation [7℄.
Les fateurs de forme GpE et G
p
M peuvent être extraits indépendamment à partir de la
dépendane de la setion eae élastique en fontion de l'angle de diusion, en utilisant
la tehnique de séparation de Rosenbluth. Le rapport GpE/G
p
M a également été mesuré
au Jeerson Lab en utilisant la tehnique de polarisation transférée, montrant un éart
signiatif ave les analyses préédentes obtenues ave la tehnique de Rosenbluth. La
réanalyse des données obtenus ave la tehnique de Rosenbluth, en prenant en ompte les
phénomènes d'éhange à deux photons [8℄ a permis de réduire la majeure partie de l'éart
entre les deux expérienes, une résolution omplète du problème restant enore en suspens
[9℄.
Ave les premières données expérimentales, le omportement global des fateurs de
forme életrique et magnétique du proton sur une large gamme en Q2 était assez bien
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Tab. 2.1  Paramètres de t pour l'extration des fateurs de forme életrique et magné-




















et Λ2 = 0.71GeV 2.
La gamme d'énergie ouverte par les expérienes s'étant étendue, la préision s'étant
améliorée, les données expérimentales montrent une laire déviation par rapport à la forme
dipolaire pour Q2 & 1GeV 2, gure 2.2. Pour les omparaisons ave les aluls de QCD sur

















. Les paramètres du t sont donnés dans le table 2.1.
Pour les fateurs de forme du neutron, les derniers résultats expérimentaux ont été
obtenus par l' expériene BLAST [10℄, gure 2.3, pour le fateur de forme életrique, et
l'expériene CLAS, [11℄, gure 2.4, pour le fateur de forme magnétique. Nous laissons le
soin au leteur de se référer aux artiles pour de plus amples expliations et référenes.








2 (i=1, 2) (2.18)
Les paramètres de t sont :
anE,1 = −anE,2 = 0.095 ± 0.018, bnE,1 = 2.77 ± 0.83 bnE,2 = 0.339 ± 0.046 (2.19)
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Fig. 2.2  Valeurs de GpE et G
p
M extraites de l'analyse de [9℄. Les erles ouverts sont les
résultats d'une analyse ombinée de la setion eae et des mesures de polarisation. Les
lignes ontinues sont les ts ave la setion eae orrigée des eets de double photon
éhangés et des données des mesures de polarisation.
Pour GnM , nous nous référerons aux ts de données expérimentales eetuées dans [12℄,











Les valeurs des paramètres pour la fateur de forme magnétique sont données par :
bnM,1 = 21.30 ± 4.56, bnM,2 = 77± 31 bnM,3 = 238 ± 105, (2.21)
anM,1 = 8.28 ± 3.89. (2.22)
Il onvient de noter que les résultats sur les fateurs de forme életromagnétiques
obtenus en QCD sur réseau sont loin d'égaler la préision expérimentale. L'inertitude
de es aluls nous restreindra à des ts ave peu de paramètres, onrètement à des ts
2.1. Fateurs de forme 11
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Fig. 2.3  Données mondiales sur GnE obtenues par les expérienes en double polarisation.
Les données orrespondent aux expérienes ave des ibles
2H non-polarisé (triangles ou-
verts), ave ible
2H polarisé (erles et points noirs) et ibles 3H (arrés vides). L'erreur
statistique (petites barres d'erreurs) et systématique est ajoutée quadratiquement (grandes
barres d'erreurs). Le t "BLAST" est dérit dans [10℄ . Sont également présentés les ré-
sultats réents basés sur les modèles de Vetor Meson Dominane et relation de dispersion
(lignes pointillées rouge et vertes) et sur le loudy-bag model ave quarks onstituants
relativistes (ligne yan). Graphique tiré de [10℄.
de forme dipolaire. Nous sommes don surtout intéressés par utiliser des ts dérivant or-
retement la forme globale des données expérimentales et non dans une étude détaillée de
es ts et de es paramètres.
Enn, une aratéristique des fateurs de forme est la pente à Q2 = 0 qui dénit le










Dans le référentiel de Breit et pour une distribution de harge sphérique et un nuléon





Les valeurs expérimentales de es rayons sont pour le proton, [14, 15℄ :
〈r2E〉 = 0.7087 ± 0.0012 fm2, 〈r2M 〉 = 0.679 ± 0.045 fm2 (2.25)
12 Chapitre 2. Fateurs de forme et fontions de distribution de partons
)2(GeV2Q





















Fig. 2.4  Comparaisons des résultats expérimentaux pour GnM/(µNGD) et des aluls
théoriques, gure tirée de [11℄.
La valeur du rayon de harge életrique du proton onnaît un regain d'intérêt ave les
résultats réents obtenus à partir du Lamb-shift de l'atome d'hydrogène muonique [14℄. Il
montre un éart signiatif ave la ompilation des données mondiales obtenues à partir
de la diusion életron-proton [16℄, 〈r2E〉 = 0.769 ± 0.013 fm2 . Des aluls de QCD sur
réseau préis apparaissent ruiaux pour ette observable.
Pour le neutron, [16, 17℄ :
〈r2E〉 = −0.116 ± 0.0022 fm2, 〈r2M 〉 = 0.762 ± 0.02 fm2 (2.26)
2.1.2 Fateurs de forme axiaux
Expérimentalement, la désintégration d'un neutron |n, ~p, s〉 en proton 〈p, ~p′, s′| met en
jeu l'élément de matrie :
〈p, ~p′, s′|JCCµ |n, ~p, s〉 = cos θC〈p, ~p′, s′|V +µ −A+µ |n, ~p, s〉 (2.27)
JµCC est le ourant hargé et prend la forme (en négligeant les quarks s,,b,t) :
JCCµ = ψ¯uγµ(1− γ5)ψd + h.c (2.28)
où h.c orrespond à l'hermitien onjugué. De manière expliite V +µ = ψ¯uγµψd, A
+
µ =
ψ¯uγµγ5ψd et θC est l'angle de Cabibbo.
Dans le as où la symétrie d'isospin est exatement respetée, les fateurs de forme
assoiés aux éléments de matries faibles 〈p, ~p′, s′|V +µ |n, ~p, s〉 et 〈p, ~p′, s′|A+µ |n, ~p, s〉 sont re-
spetivement égaux aux fateurs de forme issus des éléments de matrie 〈p, ~p′, s′|V 3µ |p, ~p, s〉
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(〈p, ~p′, s′|A3µ|p, ~p, s〉). C'est la réalisation dans le adre du modèle standard de l'hypothèse
du ourant vetoriel onservé (CVC), [18, 19℄. Elle implique que gV = 〈p,~0, s′|V +µ |n,~0, s〉 =
1.
Dans le as de nos aluls sur réseau, la brisure de ette symétrie ne sera pas onsidérée.
Comme nous utilisons des quarks légers de masse dégénérée, la brisure d'isospin ne peut
provenir que d'artefats dus à la disrétisation et peut être a priori négligée. Nous al-
ulerons en pratique l'élément de matrie 〈p, ~p′, s′|A3µ|p, ~p, s〉 pour aéder aux fateurs de
forme axiaux.
De manière similaire à la relation (2.7) et en onservant les mêmes notations inéma-
tiques, l'élément de matrie du ouplage axial entre deux états du nuléon se déompose
sous la forme :










Cette déomposition déoule de l'invariane de Lorentz, des symétries disrètes C,P
et T et de l'absene de ourant tensoriel axial [7℄, e qui est onsistant ave l'expériene.
GA(Q
2) est appelé fateur de forme axial et GP (Q
2) le fateur de forme pseudo-salaire
induit.
Expérimentalement, le fateur de forme axial est déterminé par la diusion de neutrino
sur des protons et par l'életroprodution de pion hargé. Ces deux mesures sourent toutes
deux de larges erreurs systématiques, provenant notamment de la dépendane aux modèles
théoriques utilisés pour extraire les données. Pour une revue plus détaillée, l'auteur renvoie
à [20℄.
Dans les onnaissanes atuelles, les données pour GA(Q
2) sont ompatibles jusqu'à










La moyenne des données mondiales donne MA = 1.026±0.021GeV pour les expérienes de
diusion de neutrinos etMA = 1.069±0.016GeV pour les expérienes d'életroprodution,





= 0.666 ± 0.014 fm et (〈r2A〉)1/2 = 0.639 ± 0.010 fm.
Le fateur de forme pseudo-salaire induit est à l'heure atuelle le moins bien onnu
expérimentalement des fateurs de forme, voir gure 2.6. Les données expérimentales [21℄
[22℄ [23℄ proviennent soit de la apture d'un muon par le proton, soit de l'életroprodution
de pion. GP (Q
2) déroît rapidement en fontion de Q2 omme le prédit l'hypothèse de la
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Fig. 2.5  Données expérimentales pour le fateur de forme axial normalisé
(GA(Q
2)/GA(0)) obtenues ave les expérienes d' életroprodution de pion dans la ré-
gion seuil. La ligne pointillée montre un t dipolaire ave une masse axiale MA = 1.1GeV .
Figure extraite de [20℄.
Ce omportement se base sur le fait que GP (Q
2) doit être dominé par le ple du pion
et en supposant que le ourant axial est approximativement bien onservé, tout au moins
pour des masses de pions faibles (Partially Conserved Axial Current).
2.2 Fontions de distribution de partons
Nous onsidèrerons tout d'abord les notions relatives à la diusion profondément in-
élastique non-polarisée puis nous expliiterons diretement les relations d'intérêt dans le
as polarisé.
2.2.1 Diusion profondément inélastique non-polarisée
Lors de la diusion profondément inélastique, la quadri-impulsion transférée par le
photon est élevée (Q2 & 1GeV2), l'état nal est un état hadronique de haute énergie. Ce
régime est du plus grand intérêt ar les impulsions mises en jeu peuvent avoir aès à la
struture en quarks et gluons du nuléon. Ce proessus est présenté gure 2.7, où l'état
X(pn) est indéterminé.
An de déterminer la setion eae totale donnée par l'équation (2.1), il faut alors élever
au arré les éléments de matrie donnés par (2.3) et sommer sur tous les états nals
aessibles. On fait alors sortir de ette expression, le tenseur Wµν(q, p) déni par :
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Fig. 2.6  Données mondiales pour le fateur de forme pseudo-salaire induit GP (Q
2).
Les données d'életroprodution de pion sont les erles pleins. Le losange est la moyenne
mondiale provenant de la apture muonique. La ourbe en pointillés est la prédition en






(2π)3δ4(q + p− pn)〈N, ~p, s|Jµ(0)|n〉〈n|Jν(0)|N, ~p, s〉 (2.32)
=
∫
d4xeiqx〈N, ~p, s|Jµ(x)Jν(0)|N, ~p, s〉 (2.33)
où on a onservé les notations de la partie 1. Par invariane de Lorentz et onservation du





− gµν) + W2(ν,Q
2)
M2N
(pµ − p · q
q2
qµ)(pν − p · q
q2
qν) (2.34)
Nous avons fait apparaître les invariants de Lorentz du proessus Q2 et ν = −p · q/MN
et nous ferons apparaître par la suite la variable de Bjorken xBJ =
Q2
2p·q . En 1968, des
expérienes eetuées au Stanford Linear Aelerator Center déouvrirent que les fontions







ne dépendaient, en première approximation, que de xBJ et étaient onstantes en fontion
de Q2 dans le domaine inématique onsidéré.
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Fig. 2.7  Illustration de la diusion inélastique életron-nuléon ave éhange d'un photon.
Ce phénomène de saling prévu par Bjorken, [24℄, a été expliqué un peu plus tard de
manière plus intuitive par Feynman, [25℄. Il supposa que lors de la diusion profondément
inélastique sur un nuléon ultra-relativiste d'impulsion ~p, le nuléon se omporte omme
s'il était onstitué de 'partons' de diérents types (étiquetés par l'indie i), haun ayant
une probabilité fi(x)dx d'avoir une impulsion entre x~p et (x + dx)~p. Si l'on note Qi la
harge assoiée au parton du type i (en unité de e), on obtient alors que les fontions de







































F2(xBJ ). Les partons seront par la suite identiés
en terme de quarks et de gluons. Bien que le omportement de saling de Bjorken est
une bonne approximation, il est modié par la prise en ompte des orretions radiatives.
Lors de la diusion d'un photon sur un quark, un gluon peut également être émis. Ce pro-
essus va alors entraîner une dépendane logarithmique en Q2. L'évolution des fontions
de distribution de parton fi(xBJ , Q
2) en fontion de Q2 peut alors être alulée en QCD
perturbative. La formulation ayant la plus laire interprétation physique a été donnée par
les équations de DGLAP, [26℄.
Ces fontions de distribution de parton, abrégées par PDF, rihes au niveau de la
phénoménologie de la diusion profondément inélastique n'ont pas été onstruites ini-
tialement à partir de la théorie des hamps sous-jaente. Le développement en produit
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d'opérateurs permet de dénir de telles fontions à partir de la théorie des hamps. Nous
signalerons quelques points de e développement an d'introduire les opérateurs utilisés
sur réseau et les quantités assoiées. La dérivation omplète des aluls peut être trouvée
dans les ouvrages de référene [27, 28℄.
Selon Wilson [29℄ la partie singulière du produit de deux opérateurs A(x) et B(y) peut








L'ensemble des {On(x)} onstitue un ensemble omplet d'opérateurs hermitiens loaux
et les {CnAB(x)} forment un ensemble de fontions singulières à valeurs omplexes. Cette
relation est exate dans le as de la théorie libre et onstitue un développement valide dans
la théorie asymptotiquement libre que l'on onsidère, QCD. Ce développement permet de
pouvoir onsidérer les ontributions prinipales du produit d'opérateurs lorsque x→ y. En
eet dans le as d'une théorie invariante d'éhelle, le omportement des oeients CnAB(x)
se déduit par analyse dimensionelle et on obtient :
CnAB ∼ xdOn−dA−dB (2.40)
où dO est la dimension de l'opérateur O en puissane de la masse ou de l'impulsion. La
ontribution prinipale de A(x)B(y) quand x → y est alors donnée par les opérateurs On
ayant la plus faible dimension. Dans le as plus onret de théorie asymptotiquement libre,
e omportement des oeients reste vrai ave des orretions en puissane de ln(x−y)2.
Plusieurs étapes sont alors néessaires an d'obtenir le développement de Jµ(x)Jν(0).
Dans la situation qui nous intéresse de grand Q2, e sont les oeients CnAB les plus
singuliers lorsque x2 → 0 qui dominent l'OPE. La struture générale du développement en













Dans ette situation les opérateurs qui ontribuent au développement en produit d'opéra-
teurs sont lassés selon leur représentation irrédutible sous les transformations du groupe
de Lorentz. Ces opérateurs sont des tenseurs symétriques de trae nulle ave j indies de
Lorentz, 'est-à-dire des tenseurs irrédutibles de spin j. Le omportement attendu des
oeients lorsque x2 → 0 est :
CnAB(x
2) ∼ (x2)(dOn−jn−dA−dB)/2 (2.42)
Le degré de singularité assoié aux opérateurs est alors déterminé par leur twist τ :=
dOn− jn. Les singularités dominantes proviennent alors des opérateurs de plus faible twist.
Les opérateurs de twist dominant, égal à 2, invariants de jauge sont données par :
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D µn−1}ψf (z)− traces (2.43)




D −←−D)/2 est la dérivée ovariante agissant
à gauhe et à droite ; les aolades sur les indies de Dira indiquent une somme sur
les permutations des indies. L'élément de matrie entre deux états du nuléon d'un tel
opérateur est donnée par :
〈N, ~p, s|Oµµ1..µn−1n,f |N, ~p, s〉 = An,f u¯(p)γµpµ1 ...pµn−1u(p) (2.44)




















2/Q2, g(µ)) An,f(µ) +O(1/Q
2). (2.46)
Dans les formules préédentes, nous avons fait apparaître la dépendane en l'éhelle
µ des oeients. En pratique nous omparerons les valeurs de An,f (µ) à l'éhelle de 2




2/Q2, g(µ)) et d'autre part à partir des éléments de matrie nus
alulés sur réseau et de leurs onstantes de renormalisation assoiées.
Il onvient de plus de noter que la dépendane en la quadri-impulsion transférée par le








Par identiation ave la valeur attendue dans le modèle des partons, on trouve alors :
An,f = 〈xn−1〉f =
∫ 1
0
dxxn−1(ff (x)− (−1)n−1ff¯ (x)) (2.47)
Pour les mêmes raisons évoquées pour les fateurs de forme, nous nous restreindrons à
l'étude des ourants iso-vetoriels, opérateur non-singlet, 'est-à-dire à An,u −An,d.
Le as de l'opérateur singlet An,u + An,d entraîne des ompliations supplémentaires : le
alul des oeients de Wilson néessite de prendre en ompte le mélange sous la renor-
malisation entre les opérateurs gluoniques et l'opérateur singlet.
Nous aurons don aès à 〈xn〉u − 〈xn〉d := 〈xn〉u−d.
Pour n=1, l'élément de matrie assoié est 〈N, ~p, s|ψ¯f (z)γµψf (z)|N, ~p, s〉 et orrespond




dx(fu(x)− fu¯(x))− (fd(x)− fd¯(x)) = Au−d1 = F u−d1 (0) = Gu−dE (0) (2.48)
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Si l'on dénit ffv(x) := ff (x) − ff¯ (x) omme la distribution des quarks de valene, l'-
expression de la règle de somme d'Adler [30℄ pour le proton
∫ 1
0 dx(fuv (x) − fdv(x)) = 1
orrespond à la onservation du ourant életromagnétique.
Dans le as n=2, l'opérateur qui sera utilisé sera :




D 1 + γ2
←→
D 2 + γ3
←→
D 3))τ3ψ(z) (2.49)




dx x(fu(x) + fu¯(x))− (fd(x) + fd¯(x)) = Au−d2 (2.50)




dx(FP2 (x)− FN2 (x)) (2.51)
Les analyses réentes des PDF donnent 〈x〉CTEQ6.6u−d ≃ 0.154 [31℄ et 〈x〉MRST06u−d ≃ 0.158
[32℄, voir également [33, 34, 35℄. Les moments des PDF peuvent être en prinipe déduit par
intégration sur x des données expérimentales. En pratique, les fontions de struture ne
sont onnus que sur un ertain domaine en x. Les inertitudes systématiques introduites par
e fait sont diiles à estimer ar elles dépendent soit d'extrapolations modèle dépendant,
soit de paramétrisations phénoménologiques.
2.2.2 Diusion profondément inélastique polarisée
Lors de la diusion inélastique polarisée, le tenseur W µν possède une partie anti-
symétrique W µνA par rapport à la situation préédente où seul W
µν
S était onsidéré :
W µν =W µνS +W
µν
A (2.52)
Similairement à la partie préédente, les opérateurs d'intérêt sont alors :




D µn−1}γ5ψf (z)− traces (2.53)
L'élément de matrie entre deux états du nuléon d'un tel opérateur est donnée par :
〈N, ~p, s|Oµµ1..µn−1n,A,f |N, ~p, s〉 = A˜n,f u¯(p)γµpµ1 ...pµn−1γ5u(p) (2.54)
et la relation ave le modèle des partons s'exprime sous la forme :
A˜n,f = 〈xn−1〉f =
∫ 1
0
dx xn−1(∆ff (x) + (−1)n−1∆ff¯(x)) (2.55)
où l'on dénit ∆ff (x) = f
↑
f (x) − f↓f (x) qui orrespond à la fration d'héliité portée par
les quarks , f↑f (x) (f
↓
f (x)) étant la probabilité de trouver un quark ave un spin parallèle
(antiparallèle) à la polarisation longitudinale du proton.
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Pour la valeur n=1, l'élément de matrie assoié orrespond au fateur de forme axial




dx (∆fu(x) + ∆fu¯(x))− (∆fd(x) + ∆fd¯(x)) = A˜u−d1 = gA (2.56)
Dans le as n=2, les opérateurs qui seront utilisés pour évaluer < x >∆(u−d) seront :
Oi0A (z) = ψ¯(z)γ5(γ{i
←→
D 0})τ3ψ(z) (2.57)
La valeur phénoménologique est < x >∆u−∆d≃ 0.20 dans le shéma MS à une éhelle de
µ = 2 GeV, [36℄.
Dans e hapitre nous avons passé en revue les résultats expérimentaux en lien ave la
gamme d'observables pour lesquels nous ferons une omparaison ave les résultats obtenus
en QCD sur réseau.
Chapitre 3
QCD sur réseau
La QCD sur réseau onstitue la seule méthode pour eetuer des aluls de la théorie
QCD de manière non-perturbative à partir des premiers prinipes. Elle fut introduite par
Wilson [3℄ et n'a pas essé de progresser es 30 dernières années.
Dans e hapitre nous expliquerons les prinipes de base pour passer d'une ation dans
un espae ontinu minkowskien à une ation dans un espae disret eulidien. Nous ver-
rons ensuite les fondements de la méthode permettant d'eetuer les aluls numériques
d'observables physiques. Nous spéierons par la suite l'ation utilisée dans le adre de e
travail et justierons son hoix. Enn nous dérirons l'évaluation et le ontrle des erreurs
assoiées à nos aluls et les ressoures disponibles an de les mai

triser.
3.1 Disrétisation de l'ation
An de pouvoir estimer numériquement et non-perturbativement les fontions de or-
rélations en QCD, on se plae sur un réseau quadri-dimensionnel. Ces aratéristiques sont :
sa longueur spatiale, notée L, sa longueur temporelle, T, et sa maille, a. Les onditions
aux bords sont des onditions périodiques dans les diretions spatiales. Dans la diretion
temporelle elles sont périodiques pour les gluons et anti-périodiques pour les quarks. En
haque point de e réseau on dénit un hamp fermionique ψaαf (x). Nous partirons du
Lagrangien 1.1 an d'obtenir une version disrétisée de QCD.
Pour onstruire une théorie sur réseau invariante de jauge loale dénissons :




ave U(x, x) = 1 et en reprenant les notations du hapitre 1. P signie que l'on ordonne
les hamps le long du hemin allant de x à y.
Considérons :
U(x, x+ dxµˆ) = exp(−igAiµ(x+
dx
2
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Si on introduit la dérivée disrétisée ovariante forward
−→∇µψ(x) = 1
a











(ψ(x+ aµˆ)− ψ(x)) − igAiµ(x+
a
2
µˆ)λiψ(x+ aµˆ) + O(a) (3.5)
Au premier ordre en a, on retrouve la dérivée du ontinu, Eq. 1.3.
Nous utiliserons par la suite la notation suivante pour les liens de jauge :
Uµ(x) := U(x, x+ aµˆ) (3.6)
en remarquant de plus que :
U(x, x+ aµˆ) = U †(x+ aµˆ, x) (3.7)




[ψ(x)− U †µ(x− aµˆ)ψ(x− aµˆ)] (3.8)
Les dérivées préédentes nous permettent d'obtenir un terme inétique invariant par
hangement loal de jauge sur le hamp ψ(x).




Pour passer de la version ontinue à une version disrétisée de l'ation, on remplae∫
d4x −→ a4∑x :∫








L'ensemble des Uµ(x) ∀x, µ sera appelé onguration. Une onguration représentera une
valeur possible du hamp de gluons. Il faut maintenant trouver un équivalent sur réseau
du tenseur Fµν an de disrétiser la partie de l'ation relative au hamp de gluons, en
s'appuyant enore une fois sur l'invariane de jauge loale.
On dénit une plaquette UP (x;µ, ν) par :






3.1. Disrétisation de l'ation 23
Fig. 3.1  Représentation d'une plaquette
On onsidère alors la trae d'une plaquette qui est invariant de jauge. En prenant garde














µν +O(a2) . (3.12)











(1− UP (x;µ, ν)) . (3.13)
L'ation de jauge utilisée en pratique lors des simulations onsidérées dans ette thèse
est appelé tree-level Symanzik improved gauge ation et qui permet d'améliorer la limite du
ontinu. Elle inlut, en plus des termes de plaquettes, les boules de Wilson retangulaires


















où β est l'inverse de la onstante de ouplage nue au arré, β =
6
g20
et où on a xé
b1 = −1/12 et b0 = 1 − 8b1 omme ela est requis pour obtenir la limite du ontinue
orrete [39℄. On peut noter que dans le as b1 = 0 on retrouve l'ation de jauge de Wilson
s'exprimant à l'aide des seules plaquettes.
Les raisons de e hoix sont détaillés dans [40℄ et proviennent de onsidération sur les
transitions de phase lors de la variation des paramètres de maille et de masse des quarks.
24 Chapitre 3. QCD sur réseau
3.2 De Minkowski à Eulide
De manière générale, une théorie quantique des hamps est déterminée par ses valeurs
moyennes dans le vide du produit T-ordonné des hamps :
〈0|T φ(x1)...φ(xn)|0〉 = 〈0|O[ψ, ψ¯,A]|0〉 (3.15)
.a.d les fontions de Green de la théorie (où φ(x) orrespond à un hamp de quark ou
de gluon). Ces fontions de Green peuvent être formulées en terme d'intégrale de hemin
évaluée sur toutes les ongurations possibles des hamps [41℄.








Généralement, les intégrales fontionnelles dans l'espae de Minkowski sont omplexes
et osillent rapidement. Elles ne peuvent pas être évaluées de manière numérique sous ette
forme. An d'évaluer numériquement ette intégrale de hemin , il est néessaire de passer
à des temps imaginaires. Pour ela dénissons :
x4 = ix0, xk = xk, k = 1, 2, 3 (3.18)
p4 = ip0, pk = pk, k = 1, 2, 3 (3.19)
(3.20)
Le produit salaire minkowskien est :
x ∗ y = gµνxµyν = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 (3.21)
Le produit salaire eulidien est :
x.y = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 = −x ∗ y (3.22)
Dénissons également les matries de Dira eulidiennes γE :
γE1,2,3 = −iγM1,2,3 (3.23)
γE4 = −iγM4 = γM0 (3.24)
On ne onsidérera par la suite que la version eulidienne des matries et l'on omettra
l'exposant
E
. On hoisira la représentation hirale de es matries, dénie en appendie.
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L'ation S est reliée à sa version eulidienne par : S −→ iS = −SE et don eiS[ψ,ψ¯,A] −→
e−SE [ψ,ψ¯,A] .
On obtient alors un poids statistique dans l'expression de l'intégrale de hemin qui va être
évaluée par des simulations Monte-Carlo.
L'utilisation d'un temps imaginaire est don indispensable pour résoudre numérique-
ment une théorie quantique sur réseau. Son utilisation a été étudiée par Dyson,Wik,Shwinger
et Symanzik [42, 43, 44, 45℄.
Les fontions de Shwinger sont dénies omme les fontions de orrélation dans la
région eulidienne :
S(.., ~xk, x4k) = 〈0|...φ(−ix4k , ~xk)...|0〉 (3.25)
Ce sont elles qui seront évaluées sur réseau. On peut relier es fontions aux fontions
de orrelation T-ordonnnées dans l'espae de Minkowski par une rotation de Wik :
〈0|Tφ(x1)...φ(xn)|0〉 = lim
φ→π/2
S(...; ~xk, eiφx0k; ...) (3.26)
ave
xk = (−ix4k, ~xk) = (x0, ~xk) , x4k ∈ R (3.27)
Osterwalder et Shrader ont montré que, sous ertaines onditions, la théorie quantique
des hamps minkowskiens peut être reonstruite à partir la théorie quantique des hamps
eulidiens. Nous laissons le soin au leteur de se référer aux artiles pour le détail de es
onditions [46, 47, 48℄.
3.3 L'intégration des hamps sur réseau
3.3.1 Prinipes généraux








DUDψDψ¯e−SE [ψ,ψ¯,U ] (3.29)
Dans ette intégrale fontionnelle, on intègre sur les variables de liens Uµ(x), éléments
du groupe SU(N). Il onvient de dénir la mesure d'intégration DU , également appelée
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mesure d'Haar, qui doit respeter l'invariane de jauge. L'auteur laisse le soin au leteur
de parourir la référene [37℄ pour une dénition détaillée.
La valeur moyenne d'une observable s'exprime par :
〈ψ(x1)...ψ¯(xn)...〉 =
∫ DUDψ¯Dψ ψ(x1)...ψ¯(xn)... e−SQCD∫ DUDψ¯Dψe−SQCD (3.30)
ave SQCD = Sg[U ] + SF [U,ψ, ψ¯]. L'ation fermionique se met sous la forme
SF [U,ψ, ψ¯] = ψ¯D(U)ψ (3.31)
où D(U) est l'opérateur de Dira. ψ et ψ¯ étant des variables de Grassmann, on a l'égalité :∫
Dψ¯Dψe−SF [U,ψ,ψ¯] = det D[U] (3.32)
On peut alors réexprimer l'expression i-dessus sous la forme :
〈ψ(x1)...ψ¯(xn)〉 =
∫ DU〈ψ(x1)...ψ¯(xn)...〉SF det D[U]e−SG[U])∫ DU det D[U]e−SG [U] (3.33)
où
〈ψ(x1)...ψ¯(xn)〉SF =
∫ Dψ¯Dψψ(x1)...ψ¯(xn) e−SF [U,ψ,ψ¯]∫ D(ψψ¯)e−SF [U,ψ,ψ¯] (3.34)
On appellera simulations quenhed les aluls numériques où on fait l'approximation
det D[U] = 1, dans le as ontraire les simulations seront dites unquenhed.
L'intégration sur les variables de Grassmann peut s'eetuer de façon analytique ar l'a-
tion est bilinéaire dans les hamps de Dira. La quantité 〈ψ(xf )ψ¯(xi)〉SF n'est autre que
le propagateur d'un quark sur une onguration donnée entre le point dit au puits xf et le
point dit soure xi. Grâe au théorème de Wik, on sait que tout autre observable fermion-
ique s'exprime à l'aide des propagateurs des quarks, e qui nous permettra d'aéder à
la valeur moyenne de toutes observables fermioniques à partir de la valeur moyenne des
propagateurs des quarks sur un ensemble de ongurations.
Monte-Carlo
Le alul de la valeur moyenne des observables va s'eetuer en deux temps. Tout
d'abord il faut eetuer l'intégration sur les variables de liens. Cei est possible en générant
une séquene de ongurations de variables de lien dont la distribution de probabilité est
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si l'ensemble des ongurations Ui est distribué selon une probabilité e
−S[U ]
. Dans les
expressions i-dessus, nous avons :
S[U ] = Sg[U ] + log( det D[U]) (3.36)
La partie log( det D[U]) orrespond à la prise en ompte des quarks de la mer. C'est la
partie la plus diile à évaluer et la plus oûteuse de nos simulations.
Nous utilisons des méthodes de type Monte-Carlo pour onstruire une séquene de on-
gurations onstituant un ensemble représentatif sur lequel les observables sont mesurées.
On hoisit une onguration initiale C en xant en haque point du réseau et pour haque
diretion une matrie de lien SU(3) et on alule le poids assoié à la onguration en
mesurant la valeur de l'ation de jauge à partir des plaquettes de Wilson. Puis dans le as
de l'algorithme de Métropolis, on hoisit une nouvelle onguration C ′ d'ation S(C ′), que
l'on garde suivant les onditions suivantes :
 si e−S(C′)>e−S(C) la onguration C ′ est aeptée ar l'ation a été diminuée.




On vérie alors que les probabiltés de transition P (C −→ C ′) pour passer d'une ongu-
ration C á une onguration C ′ vérient l'équation de balane détaillée :
e−S(C)P (C −→ C ′) = e−S(C′)P (C ′ −→ C)) (3.37)
Grâe au formalisme des haînes de Markov, il est prouvé qu'un système vériant l'équation
de balane détaillée onverge vers un unique état d'équilibre, l'ensemble des ongurations
vers la distribution souhaitée. Des améliorations ont été apportées par des algorithmes
privilégiant les trajetoires dans l'espae des ongurations qui sont lassiques (utilisant
les équations dite de dynamique moléulaire) et permettent ainsi d'atteindre plus rapide-
ment les ongurations représentatives. Les ongurations de la ollaboration ETMC ont
notamment été générées par l'algorithme dit Hybrid Monte Carlo [49, 50, 51℄ ave plusieurs
améliorations suessives. Sur haune des ongurations, nous devons alors aluler les
propagateurs de quarks assoiés.
Calul des propagateurs de quarks
Les aluls des propagateurs de quark S(xf , xi)U = 〈ψ(xf )ψ¯(xi)〉SF se ramène à la





αf γ(xf , y)S
bai
γαi(y, xi) = δxf ,xiδaf ,aiδαfαi (3.38)
où D
af b
αfγ(xf , y) est l'opérateur de Dira assoié à l'ation utilisée déni par SF [U,ψ, ψ¯] =
ψ¯D(U)ψ. Sa forme expliite sera préisé plus loin. Pour déterminer S
afai
αfαi(xf , xi), il faut
résoudre e système linéaire sur haune des ongurations. An de limiter le temps de
alul, le point xi sera xé, et on déterminera le veteur S
afai
αfαi(xf , 0) en utilisant les méth-
odes basées sur le gradient onjugué. Des améliorations algorithmiques onséquentes ont
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été mises en plae an de diminuer le temps de alul de ette étape. Nous laissons le
leteur se référer à [52℄ pour de plus amples détails.
3.3.2 Doublement de fermions ontre ation fermionique de Wilson
Lorsque l'on passe à une théorie sur réseau dans un volume L, les impulsions permises






vk; k = 1, 2, 3
}
, 0 ≤ vk ≤ L− 1 (3.39)










Lorsque a tend vers 0, on retrouve la relation de dispersion du ontinu mais on a :
E~q = E~q+~qpi (3.41)
ave
~qπ = (u1π, u2π, u3π), ui ∈ {0, 1} (3.42)
Ce problème est onnu sous le nom de dédoublement de fermions. Pour obtenir la limite
du ontinu orrete, il faut éliminer es fermions supplémentaires. Une des solutions à e
problème a été donnée par Wilson qui proposa de modier l'ation fermionique naïve en















(−→∇µ +−→∇∗µ)− ar2 −→∇µ−→∇∗µ (3.44)
Le terme de Wilson est supprimé lors de la limite du ontinu ar il est de dimension 5.

















e qui montre que les fermions doublers aquièrent une énergie innie lorsque a → 0. Le
terme de Wilson soigne la maladie de dédoublement de fermions mais le terme de Wilson
brise la symétrie hirale dans la limite mq → 0. En fait il a été démontré par Nielsen et
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Ninomiya [53, 54, 55℄ qu'il est impossible de formuler sur réseau une théorie hermitienne,
loale et pour laquelle {D, γ5} = 0 sans avoir de dédoublement de fermions. Dans le as
de l'ation de Wilson la restoration de la symétrie hirale s'eetue à la limite du ontinu.
Il existe diérentes disrétisations possibles de l'ation QCD qui onvergent vers la
limite du ontinu. Chaune d'entre elles possède ses avantages et inonvénients en terme
de symétrie brisée. Dans ette thèse je me suis restreint à la disrétisation ave des fermions
twistés.
3.4 Introdution à la twisted mass
3.4.1 Point de vue du ontinu
La formulation d'une ation ave une masse twistée a été introduite dans les artiles
suivants [56℄. Pour une revue du domaine nous renvoyons également à [57℄.
Son étude a été motivée par le problème de ongurations exeptionelles. En eet dans
le as quenhed, les faibles valeurs propres de l'opérateur de Dira posent problème pour
générer les ongurations. L'intérêt de ette ation dans les simulations unquenhed vient
du fait qu'elle permet dans un as partiulier d'obtenir une ation disrétisée où les eets
de disrétisation dans les orrélateurs sont en O(a2) (au lieu d'être en O(a) dans les ations
stantards), e que l'on appellera l'amélioration automatique en O(a).
Vérions tout d'abord que la théorie du ontinu formulée ave une ation de masse
twistée est équivalente à QCD. Considérons la version du ontinu de ette ation à partir
d'arguments lassiques. Nous appellerons l'ensemble des hamps de fermions {χ, χ¯} la base
twistée. Dans ette base l'ation twisted mass QCD (tm QCD) s'érit :
SFtm[χ, χ¯,G] =
∫
d4xχ¯ [γµDµ +mq + iγ5τ3µq]χ (3.46)
où mq est la masse nue non-twistée des quarks et µq est la masse twistée des quarks , τ3










Le terme de masse de l'ation twistée peut s'érire omme mq + iγ5τ3µq =Me
iαγ5τ3
Si on eetue le hangement de variables, appelé rotation axiale :
ψ = exp(iωγ5τ3/2)χ
ψ¯ = χ¯ exp(iωγ5τ3/2) (3.48)
alors l'ation tm QCD s'érit dans le as α = ω :
SFtm[ψ, ψ¯,G] =
∫
d4xψ¯ [γµDµ +M ]ψ (3.49)
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et on retrouve la forme standard de l'ation QCD. L'ation tmQCD n'est don qu'une
réexpression de l'ation QCD dans une autre base appelée base twistée. L'ation tm possède
don les mêmes propriétés de symétrie que l'ation QCD. Les transformations de symétries
dans la base twistée sont reliées au transformations de symétrie du ontinu par l'équation
3.48. La orrespondane entre la base physique des opérateurs en la base twistée peuvent
se trouver dans [57℄ .
Il onviendra de bien noter dans quelle base sont développées les diérentes formules.
Au niveau quantique lorsque l'on érit la valeur moyenne dans le vide d'un opérateur,
nous avons :




La transformation de l'équation 3.48 onstitue un hangement de variables qui ne modie
pas la mesure de l'intégration, elle n'est pas anormale. Si la théorie est renormalisée dans
un shéma indépendant de la masse, [58℄, on en déduit :
〈O[ψ, ψ¯]〉(MR,0) = 〈Otm[χ, χ¯]〉(mR ,µR) (3.51)
où les indies inférieurs des fontions de orrélation désignent pour le membre de gauhe la
masse du quark dans la théorie standard de QCD, pour le membre de droite les paramètres
dans la théorie de tmQCD. L'indie R signie que l'on utilise les quantités renormalisés.
L'opérateur Otm[χ, χ¯] est également relié à O[ψ, ψ¯] par la transformation de l'équation
3.48. Les fontions de orrélations en QCD sont des ombinaisons linéaires des fontions
de orrélations en tmQCD. Le alul des fontions de orrélation en tmQCD donnent aès
aux observables de QCD après avoir eetué le hangement de base adéquate.
La proédure suivie pour aluler les fontions de orrélation QCD est la suivante :
 prendre omme point de départ l'expression des fontions de orrélation QCD.
 eetuer la rotation axiale sur les hamps présents dans la fontion de orrélation
 aluler les fontions de orrélation ave l'ation disrétisée de tmQCD, pour des
paramètres hoisi.
 aluler les onstantes de renormalisation ave l'ation disrétisée tmQCD
 eetuer la limite du ontinu des observables renormalisées.
3.4.2 Sur réseau










r est xé à r = 1 dans nos simulations. La masse nue des quarks mq est reliée au paramètre
appelé hopping parameter κ par κ = 1/(8 + 2amq). La masse non-twistée des quarks doit
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être renormalisée à l'aide d'une onstante additive mcrit et d'une onstante multipliative
Zm :
mR = Zm(mq −mcrit) (3.53)






où Zµq est la onstante de renormalisation de la masse twistée µq. Les fermions de masse
twistée sont dits être à maximal twist lorsque mR = 0, κ sera alors à sa valeur dite ritique
κcrit.
Il onvient de modérer les arguments d'équivalene entre la théorie QCD et la théorie


















(−→∇µ +−→∇∗µ)− ar2 eiωγ5τ3−→∇µ−→∇∗µ
(3.55)
Le terme de Wilson brise la symétrie axiale qui donnait la orrespondane entre les 2
théories du ontinu. Ces théories orrespondent don à des régularisation diérentes, 'est-
à-dire qu'elles diérent pour des mailles de réseau ni mais possèdent la même limite du
ontinu. Les 2 théories partagent les symétries suivantes : invariane de jauge, rotations
eulidiennes du réseau, translations et onjugaison de harge. Par ontre par rapport aux
fermions de Wilson, l'ation de tmQCD sur réseau brise ertaines symétries de l'ation
lassique à maille du réseau nie qui ne sont restorées qu'à la limite du ontinu : symétries
de parité, d'isospin et de renversement du temps. Le terme brisant es symétries est nul à
la limite du ontinu. Nous allons voir que la théorie de masse twistée permet d'obtenir une
amélioration automatique en O(a), et on espère ainsi que l'eet de es brisures sera faible.
Cet eet dépendra des observables onsidérées et on s'attahera à le garder sous ontrle.
3.4.3 Un twist maximal pour une amélioration automatique en O(a)
Après avoir dérit les défauts d'une telle disrétisation, regardons maintenant quels
en sont les bénées. Pour les ations disrètes, il est habituellement possible d'améliorer
la onvergene vers la limite du ontinu en suivant le proessus développé par Symanzik
[59, 60, 61℄. Cela onsiste à rajouter dans l'ation et dans tous les hamps des ontre-termes
permettant d'éliminer les eets en O(a). Malheureusement, les oeients de es termes ne
sont a priori pas onnus et doivent être déterminés au ours des simulations, augmentant
onsidérablement les oûts de alul. Mais pour l'ation de twisted mass, il a été remarqué
que pour un hoix judiieux de l'angle de twist, on obtenait une amélioration automatique
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des eets de disrétisation, [62℄.
Considérons tout d'abord l'ation de Wilson.Il a été montré dans [62℄ qu'en eetuant



















Le oeient ζOO (r) est une fontion nie de r et g
2
0 , l'exposant cont indiquant la valeur
dans le ontinu.
Nous ne rentrerons pas ii dans les détails de la démonstration de [62℄ mais l'utiliserons
pour expliiter l'automatique amélioration en O(a2) de la twisted mass QCD sur réseau.
L'ation tm sur réseau est invariante pour les deux transformations suivantes : [r → −r]×








est la parité physique de la théorie. On remarque alors que dans le as de maximal
twist (ω = ±π/2) es deux transformations sont : [r → −r] × [±π/2 → ∓π/2] et































On obtient ainsi une amélioration automatique des eets de disrétisation en O(a2) à
maximal twist si l'on eetue une moyenne sur l'opérateur et son partenaire sous parité.
En appliquant le résultat préédent aux valeurs propres de l'énergie Eh,n d'un état
hadronique étiqueté par h,n ayant une impulsion












Pour les éléments de matrie d'un opérateur O pris entre deux états hadroniques
〈h, n,~k| et |h′, n′, ~k′〉, soit 〈h, n,~k|O|h′, n′, ~k′〉|(±π/2)(r,mq) , on en déduit :




〈h, n,~k|O|h′, n′, ~k′〉
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où ηOhn,h′n′ = ηh,n(−1)pOηh′,n′ , ave ηh,n nombre quantique de parité des états du on-
tinu, et pO elui de l'opérateur. An de bénéier de ette amélioration automatique, dans
tous nos aluls on ombinera les résultats obtenus aux impulsions
~k et −~k.
Nous venons de voir que l'amélioration automatique des eets de disrétisation en
tmQCD a lieu à maximal twist. Pour se plaer dans e as il onvient d'avoir une proédure
simple pour déterminer à quel angle de twist les simulations sont eetuées. Cette proédure
se base sur la dénition de la masse Pseudo-Axiale Partiellement Conservée et peut être
trouvée dans la bibliographie susmentionnée.
3.5 La renormalisation
Le langragien de QCD sur réseau omprend les paramètres suivants : la onstante de
ouplage nue g0 et les masses des quarks nues mq. Dans notre as seules 2 saveurs de quarks
légers de masse dégénérée sont onsidérés et nous n'aurons que 2 paramètres.
Lors d'un alul perturbatif de proessus dans lequel intervient une partiule virtuelle,
on obtient des résultats divergents dans la plupart des situations. Un moyen de supprimer
es divergenes, 'est-à-dire de régulariser la théorie, est d'introduire un ut-o µ. Les
aluls sur réseau onstituent une manière de régulariser la théorie, le ut-o ultra-violet
étant fourni par l'inverse de la maille. Si la théorie quantique des hamps onstitue une
théorie valide pour dérire les phénomènes physiques aux éhelles d'énergie qui nous sont
atuellement aessibles, la mesure des observables ne doit pas dépendre de la manière dont
on eetue la régularisation. Cette proédure de régularisation doit être omplétée par une
proédure de renormalisation an d'extraire de la théorie les préditions physiques. La
renormalisation permet de faire la orrespondane entre notre théorie alulée ave notre
régularisation et la limite orrete du ontinu.
Considérons une fontion de orrélation < O > pour un opérateur qui s'est renormalisé
de façon multipliative. L'indies R se rapportera aux quantités renormalisées. Les valeurs
de < O > (a) orrespondent aux quantités évaluées sur réseau pour une maille a. Le
passage des quantités sur réseau aux quantités physiques à une éhelle µ donnée s'eetue
grâe à :
< O >R (µ) = ZO(µa, g(a)) < O > (a) (3.62)
(3.63)
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Les onstantes de renormalisation ZO dépendent de aµ, g(a) et de l'opérateur (shéma
de renormalisation indépendant de masse). Les onstantes de renormalisation utilisées dans
ette thèse pour renormaliser les opérateurs ont été obtenues ave le shéma RI-MOM [63℄,
[64℄. Nous reviendrons sur leur valeurs au hapitre 5.
3.6 Estimation des erreurs
3.6.1 Les erreurs statistiques
Les observables mesurées par les aluls de QCD sur réseau néessitent de moyenner
les valeurs des quantités sur un ensemble de ongurations donné. De e fait haun de
nos résultats est entahé d'une erreur purement statistique. An d'avoir un estimateur
orret de nos erreurs statistiques, nous utiliserons la méthode de rééhantillonage jakknife
[65, 66, 67, 68℄.
Nous avons à notre disposition un ensemble {O(Ui)}, i = 1..N , pour une observable
mesurée sur N ongurations. A partir de et ensemble, nous onstruisons NJ =
N
j en-
sembles {O}J ayant haun N − j éléments, j étant xé, dénis par {O}J = {O(Ui)} −












On peut alors montrer que l'erreur est estimée par :
σ2 =




(O¯J − O¯)2 (3.65)
Cette méthode de alul d'erreur sera utilisée dans toutes nos étapes de aluls. Nous
utiliserons la valeur j = 3, après avoir déterminé que ette valeur est susante pour un
alul orret de l'erreur.
3.6.2 Les erreurs systématiques
Les aluls sur réseau possèdent intrinsèquement 3 soures d'erreurs systématiques liées
à nos paramètres de simulation :
 les erreurs systématiques de volume liées à la dimension spatiale, L, et temporelle,
T, nies de notre réseau.
 les erreurs systématiques de disrétisation liées à la maille nie de notre réseau, a.
Nous avons vu à la setion 3.4.3 qu'elles se omportent en O(a2) en twisted mass.
 les erreurs systématiques liées aux masses de pion aessibles dans nos simulations.
En eet au paramètre µq de nos simulations va orrespondre une masse de pion mπ.
A ause de l'explosion du temps de aluls lorsque µq est trop faible, les masses de
pion aessibles sont atuellement supérieures à 260 MeV.
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Pour ontrler haune de es erreurs, on eetuera des simulations pour un ensemble
de paramètres. Puis nous devons en théorie extrapoler dans la limite de volume inni, de
maille nulle et à la masse de pion physique. En pratique es extrapolations sont limitées
par notre ignorane de la forme analytique préise de es extrapolations, l'ensemble re-
streint de paramètres auxquelles sont eetués nos simulations mais aussi par les erreurs
statistiques des résultats dans le seteur du nuléon.
Pour l'extrapolation en volume inni nous n'avons qu'un ensemble de paramètre qui
dière par leurs volumes uniquement et e pour deux volumes. Cei ne nous permettra
pas de justier que les formules d'extrapolation peuvent s'appliquer. Nous serons limités à
onstater si es eets de volume sont importants.
Pour l'extrapolation à la limite du ontinu, plusieurs ensembles diérent par leur maille
uniquement mais seulement ave deux mailles diérentes. Nous pourrons malgré tout es-
timer si es eets de disrétisation sont importants sur nos résultats. De plus nous serons
attentifs à leur présene là où ils peuvent être détetés.
Enn nous avons prinipalement 4 masses de pion diérentes allant de 260 à 470 MeV.
An d'extrapoler vers la limite du pion physique, il onvient alors d'utiliser les formules
déduites de la théorie des perturbations hirales. Les défauts majeurs de ette théorie sont,
d'une part, qu'il est impossible de onnaître a priori son domaine d'appliation dans le
seteur du nuléon, d'autre part que l'estimation de l'erreur systématique est diile. En-
n les formules disponibles pour les fateurs de forme du nuléon peuvent mettre en jeu
un grand nombre de paramètres à ajuster e qui diminue leur aratère préditif. A l'heure
atuelle et selon mon point de vue, l'utilisation des extrapolations hirales sur les données
de QCD sur réseau pour les fateurs de forme du nuléon onstitue une vériation de la
théorie des extrapolations hirales et non une méthode d'extrapolation able et ontrlée
de nos données vers la masse de pion physique. Pour ette raison, es extrapolations n'ont
été que peu exploitées dans ette thèse.
Le bilan préédent de nos erreurs systématiques et leur exploitation peut paraître mo-
rose. Ce n'est ependant pas le as. En eet la très grande fore de la QCD sur réseau tient
dans le fait qu'elle onstitue une disipline en perpétuelle amélioration. Ave l'augmenta-
tion des ressoures de aluls et les améliorations algorithmiques, il sera possible dans un
futur plus ou moins prohe d'eetuer des simulations pour des paramètres de simulation
où les 3 erreurs systématiques préédentes seront négligeables. Pour arriver à un tel but,
il est néessaire d'étudier aujourd'hui l'importane des diérentes soures d'erreurs an de
prévoir quels sont les paramètres judiieux pour les futures simulations. On suivra ette
ligne diretrie pour l'exploitation des résultats obtenus, qui onstituent les premiers ré-
sultats de QCD sur réseau sur les fateurs de forme du proton utilisant les ensembles de
l'European Twisted Mass.
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3.6.3 Les ensembles
Les ensembles produits par la ollaboration European Twisted Mass sont à l'heure
atuelle eux permettant le meilleur ontrle des erreurs systématiques. Les désignations
des ensembles utilisés et leur aratéristiques sont données dans le tableau 3.1. Ainsi nous
avons à notre disposition des ensembles pour 3 mailles diérentes pour des masses de pions
allant de 260 MeV à 470 MeV.
Ensemble (L/a)3 × T/a β aµq κcrit amπ
B1 24





3 × 64 0.0040 0.134
B7 0.0030 0.117
C1 32




3 × 96 4.2 0.0020 0.154073 0.074
D2 32
3 × 64 0.0065 0.133
Tab. 3.1  Résumé des ensembles de ETMC utilisés. Sont donnés le volume du réseau
L3 × T , les valeurs de l'inverse de la onstante de ouplage β et le paramètre de twisted
mass aµq, le paramètre de hopping ritique κcrit étant déterminé à µq,min (i.e. à la valeur
de aµq apparaissant à la même ligne que κcrit). Sont également données les masses de pion
mesurées en unités réseau.
Par soui d'éonomie de la puissane de alul l'ajustement à maximal twist est eetué
pour une seule valeur de la masse des quarks nues de nos simulations, soit la plus légère
[69℄.
Les valeurs de la maille du réseau xées dans le seteur du nuléon orrespondantes
aux 3 valeurs de β sont a ≈ 0.0885 fm (β = 3.9), a ≈ 0.0699 fm (β = 4.05) et a ≈ 0.0556 fm
(β = 4.2) [70℄. Ces mailles ont par ailleurs étaient xées dans le seteur des mésons [71℄.
Les valeurs obtenues diérent dans le pire des as d'un fateur 1.1. Par soui de ohérene
ave les résultats de la ollaboration publiés sur la masse du nuléon [70℄, nous utiliserons
les déterminations dans le seteur du nuléon.
Nous avons dérit dans ette partie les prinipes fondamentaux de la QCD sur réseau
ainsi que le adre général des aluls eetués. Nous allons expliiter au prohain hapitre
la méthode pour aéder aux fateurs de forme du proton en tmQCD sur réseau d'un point
de vue tehnique.
Chapitre 4
Méthodes de alul des observables
liées à la struture du nuléon en
QCD sur réseau
Dans ette thèse nous nous sommes intéressés aux propriétés du nuléon. Le hoix a
don été fait d'érire les formules des diérents opérateurs spéiquement pour le proton,
privilégiant la ompréhension de la formulation à e as spéique au détriment d'une
formulation plus générale qui rendrait plus opaque les formules.
Rappelons de manière shématique le prinipe du alul. Un orrélateur
〈O(t+ τ)O(t)〉, τ ≥ 0 (4.1)
peut être évalué numériquement suivant l'intégrale fontionnelle
〈O(t+ τ)O(t)〉 = 1
Z
∫
DUDψDψ¯e−SE [ψ,ψ¯,U ]O(t+ τ)O(t) (4.2)
Dans ette partie nous expliiterons la méthode pour aluler la valeur moyenne des opéra-
teurs des fontions à 2 et 3 points à partir des propagateurs de quark à partir de ette
formulation. D'autre part :






Nous utiliserons par la suite e type de relation an d'extraire des données les quantités
physiques Mn et |〈0|O|n〉|2 à partir des orrélateurs estimés numériquement.
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En théorie quantique des hamps, les partiules sont représentées par des opérateurs.
Chaque (anti)-partiule est représentée omme l'ation d'un opérateur sur l'état vide. Les
observables physiques s'obtiennent à partir de la moyenne d'opérateurs entre deux états du
vide. La formulation sous forme d'intégrale de hemin nous permet d'exprimer ette valeur
moyenne en terme d'intégrale sur les variables de hamps. Dans une situation d'un alul
théoriquement parfait, nous aurions don aès à la valeur moyenne sur tous les états de
QCD de toutes les ombinaisons d'opérateur de hamp possible. La réalisation pratique
des aluls nous pousse à modérer ette ambition.
Nous allons onsidérer les opérateurs de hamps dont le reouvrement ave les états de
QCD nous permet de séletionner les états souhaités. Les hamps dits interpolants sont
onstruits en s'appuyant sur les nombres quantiques des partiules.





Ce hamp interpolant possède ertains nombres quantiques aratéristiques du proton.
Le proton est un singlet de ouleur, il est formé de 3 quarks de ouleurs diérentes via le
tenseur antisymétrique de ouleur ǫabc. Il possède deux quarks de saveur up et un quark
de saveur down, sa harge d'isospin assoiée est de 1/2. Il n'est par ontre pas projeté sur







respetivement sur les états de parité positive et négative.
L'ation de e hamp sur les états de QCD sera non nul pour tous les états possédant
les nombres quantiques énumérés préédemment. L'état fondamental, 'est-à-dire elui de
plus faible masse, sera le proton. Les autres états séletionnés par e hamp seront appelés
par la suite les états exités du proton.
Ils seront en pratique de deux types :
 les états orrespondants aux exitations physiques du proton qui se distinguent entre
eux par leurs exitations orbitales et/ou radiales. An de maximiser le reouvrement
du hamp ave l'état du proton on utilisera des méthodes dites de smearing vu à la
setion suivante.
 par abus de langage, les états de QCD dont le reouvrement ave e hamp serait
nul si les symétries de l'ation étaient exatement elle du ontinu. L'ation réseau
brise ertaines de es symétries. En prinipe les états de notre théorie devraient don
être étiquetés par les nombres aratéristiques des symétries de l'ation utilisée. Nous
utiliserons la base des états du ontinu pour déomposer es états et les symétries
du ontinu pour la lassiation des opérateurs. Ce hoix se justie par le fait qu'en
extrapolant à la limite du ontinu, les symétries sont restorées. On ne fera apparaître
es eets de disrétisation qu'au moment opportun et ils seront onsidérés par abus
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de langage omme faisant partie des eets des états exités, les deux ne pouvant
généralement pas être distinguées en pratique.
4.1.2 Prinipe du smearing
Pour améliorer le reouvrement du hamp interpolant ave l'état propre du proton, il
est possible d'utiliser des hamps de quarks étendus dit sméarés. L'idée est de onstruire
un hamp du proton non loal, étalé sur plusieurs sites du réseau. On onstruit un hamp
sméaré de quark ψ˜
(n),a
s après n itérations de smearing de type gaussien, [74℄, à partir d'un
hamp loal et de la onguration de jauge en appliquant itérativement la formule :
ψ˜(n),as (~x, t) =
∑
~y
F (~x, ~y, t)acψ˜(n−1),cs (~y, t) (4.6)
ave
F (~x, ~y, t)ac =
1
1 + 6α
(δacδ(~x− ~y) + αH(~x, ~y, t)ac) (4.7)
et
H(~x, ~y, t)ac =
3∑
i=1
Uaci (~x, t)δ(~x − ~y −~i) + U †,aci (~x−~i, t)δ(~x − ~y −~i)δ(~x− ~y +~i) (4.8)
et
ψ˜(0),as (~x, t) = ψ
a
s (~x, t) (4.9)
On ajoute ainsi au hamp loal en (~x, t) une ontribution des hamps voisins. L'impor-
tane des hamps des sites voisins dépend du fateur α (le hamp total étant normalisé
grâe au fateur
1
1+6α ), ainsi que du nombre d'itérations Ngauss eetué de l'opération. On









La matrie H est onstruite an d'ajouter les hamps des sites voisins en respetant le
prinipe de transport parallèle permettant d'obtenir des opérateurs invariants de jauge.
A e smearing gaussien on ajoute une étape préliminaire : au lieu d'utiliser les liens
de jauge, qui peuvent montrer de grandes utuations loales, on remplae haque lien de
jauge Uµ(x) par une moyenne sur les liens de jauge voisins U˜µ(x). La méthode eetivement
appliquée est elle du 3D APE Smearing [77, 78℄. Le résultat de la nième itération de e
proédé, U˜
(n)
µ (x), s'obtient par :
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U˜ (n+1)µ (x) = PSU3
{












µ (x) = Uµ(x). La notation PSU3 signie que l'on "projette" sur le groupe SU(3)
le résultat de la somme des liens. Cette "projetion", non unique, peut être eetuée
de diérentes manière, [79℄, le hoix ayant été fait d'eetuer la projetion issue de la
déomposition polaire de la matrie.
A partir du smearing des hamps de quarks, on peut onstruire diérents types de
propagateurs, qui seront sméarés soit au point soure xi, soit au point du puits xf ou les
deux, les notations usuels orrespondant à l'ordre puits-soure :
 Propagateur loal-loal : SLL(xf , xi) = 〈ψ(xf )ψ¯(xi)〉.
 Propagateur loal-smeared : SLS(xf , xi) = 〈ψ(xf ) ˜¯ψ(xi)〉
 Propagateur smeared-loal : SSL(xf , xi) = 〈ψ˜(xf )ψ¯(xi)〉
 Propagateur smeared-smeared :SSS(xf , xi) = 〈ψ˜(xf ) ˜¯ψ(xi)〉
Nous utiliserons dans ette thèse essentiellement des propagateurs smeared-smeared. Ils
s'obtiennent en eetuant les étapes de alul suivantes :
 smearing 3D APE de la onguration pour des paramètres αAPE et NAPE itérations
donnés. On obtient alors une onguration smearée.
 en utilisant ette onguration sméarée, on alule une soure sméarée, I(xf , xi)
afai
αfαi .
La valeur de ette soure à la nième itération s'obtient par :
I(n)(xf , xi) =
∑
~y
F (~xi, ~y, t)I
(n−1)(xf , ~y, t) (4.12)
ave I(0),afai(xf , xi)αfαi = δxf ,xiδafaiδαfαi , qui orrespond à une soure loale dans
l'équation 3.38.
 inversion d'un propagateur dit smearé à la soure SLS(z, xi), les liens de jauge inter-
venant dans l'opérateur de Dira twisté étant les liens de jauge de la onguration







= I(xf , xi)
afai
αfαi (4.13)
 smearing du propagateur SLS(xf , xi) au puits en utilisant la onguration smearée
en eetuant :




F ( ~xf , ~y, t)
af cSSS(~y, tf , xi)
(n−1),cai
(4.14)
ave SSS( ~xf , tf , xi)
(0),afai = SLS( ~xf , tf , xi)
afai
. On obtient S(z, xi)SS .
Nous verrons omment sont modiés es étapes lors du alul des fontions à 3 points
ave des propagateurs smeared-smeared.
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β NAPE αAPE Ngauss α
3.9 20 0.5 50 4.0
4.05 20 0.5 70 4.0
4.2 20 0.5 90 4.0
Tab. 4.1  Paramètres de smearing utilisés pour les diérents ensembles
Dans un but pédagogique, nous illustrerons l'étape de smearing gaussien sur un hamp
dont la distribution spatiale initiale est un pi de Dira, dans le as unidimensionnelle, en
onsidérant la onguration unité (Uµ(x) = 1 ∀x, µ ). Sur la gure 4.1 le hamp initial est
un δ de Dira entré en x=16 et on a traé l'étalement de ette soure après le nombre
d'itérations indiqués en légende et ave α = 4.0. L'étalement obtenu est en très bon aord
ave une distribution spatiale gaussienne. Ainsi on passe d'une distribution loale en espae
(soit une distribution des impulsions onstante) à une distribution gaussienne en espae
entrée autour du point soure (soit également gaussienne en impulsions entrée autour de
l'impulsions nulle).On suppose que es onsidérations seront similaires dans le as 3D et
une onguration quelonque.
x



















Fig. 4.1  Illustration de l'étalement d'un pi de Dira unidimensionnel après le nombre
d'itérations de smearing indiqué en légende et α = 4. Le t par une gaussienne, indiqué en
pointillés noirs, est exellent (pour n ≥ 20, χ2 < 10−5).
Les valeurs des paramètres de smearing pour les diérents ensembles sont données dans
le tableau 4.1
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4.2 Contration de Wik pour la fontion à 2 points
Nous voulons aluler la fontion à 2 points du proton dénit par :
C2ptαfαi(xf , xi) = 〈Pαf (xf )P¯αi(xi)〉 (4.15)
Au puits, on séletionne un état d'impulsion ~pf en évaluant :
〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉 =
∑
~xf
ei~pf .( ~xf−~xi)〈Pαf (xf )P¯αi(xi)〉 (4.16)
Le hamp interpolant du proton a été dérit préédemment. On notera de manière
générale les indies des hamps à la soure par un indie i, eux aux puits par un indie f.
Grâe au théorème de Wik, la fontion à deux points peut s'exprimer omme la somme
d'un produit de propagateurs de quarks.
Les ontrations de Wik eetuées, on obtient :
〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉 =
∑
~xf
































u (xf , xi)
]
(4.17)










d (xf , xi)Γ˜
)T
agit sur les indies de spin et de ouleur.
La formule préédente est valide pour l'ation de Wilson. Pour aluler la fontion à
deux points en tmQCD on eetue la rotation de la base twistée à la base physique des
propagateurs de quark twisté Stm(xf , xi) obtenus après inversion, donnée à maximal twist
par la formule :








On eetue par la suite les ontrations indiquées par la formule 4.17. En sortie des on-
trations on obtient le orrélateur du proton pour αf = 1..4 et αi = 1..4, dans la base
physique. On notera également que le point soure xi est tiré aléatoirement sur haque
onguration. L'objetif est de diminuer les orrélations entre les propagateurs inversés
sur diérentes ongurations, ongurations qui peuvent être orrélées entre elles malgré
les préautions prises lors de leur génération.
Les sorties de es ontrations doivent enore être traitées pour aéder aux quantités
souhaitées :
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Fig. 4.2  Illustration symbolique des ontrations de Wik pour la fontion à deux points
du proton
 on ompense les onditions anti-périodiques dans la diretion temporelle. De manière
"naïve, la mise en plae de ette ondition au limite aurait pu s'eetuer en alulant
un propagateur de quark multiplié au bord du réseau par un fateur −1, pour obtenir
S(T, 0) = −S(0, 0). An d'eetuer ette opération d'une manière plus ontinue,
le propagateur de quark eetivement alulé est e−iπt/TS(t, 0) e qui aboutit à
l'eet souhaité. On soustrait et eet sur les résultats des ontrations en eetuant
l'opération suivante :
〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉 → ei3π(tf−ti)/T 〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉 (4.19)
 on projette sur les états de parité positive pour supprimer la ontribution des états





ei3π(tf−ti)/T 〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉 (4.20)
A partir de et objet on va extraire la masse et l'énergie du proton. Nous allons retrouver
bien que dans un ordre diérent es étapes de alul pour les fontions à 3 points.
4.3 Contration de Wik pour la fontion à 3 points
Nous souhaitons obtenir la fontion de orrélation à 3 points déni par :
〈Pαf (tf , ~pf )J (y′, y)P¯αi(xi)〉 (4.21)
ave
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Fig. 4.3  Illustration de la fontion à 3 points du proton ave un opérateur agissant sur
le quark u
Cependant et objet étant diile à évaluer, nous verrons au l des étapes les restritions
auxquelles nous serons ontraints.
Les ontrations de Wik d'un tel opérateur dépend de la saveur des quarks. Nous ne
alulerons que des observables de type iso-veteur, 'est-à-dire des opérateurs du type :
J = ψ¯(y′)O(y′, y)τ3ψ(y) = u¯(y′)O(y′, y)u(y)− d¯(y′)O(y′, y)d(y) (4.23)
En pratique nous eetuons les aluls pour haque saveur de quarks indépendamment
et ombinons les résultats pour se ramener aux opérateurs désirés lors de l'analyse.
L'opérateur O(y′, y) du réseau peut dépendre de 2 points voisins lorsqu'on onsidère
les opérateurs dérivatifs.
Le résultat des ontrations de Wik se omprend intuitivement en partant de l'expres-
sion pour les fontions à deux points. Il sut de remplaer dans l'équation 4.17 haque prop-
agateur dont la saveur se trouve dans l'opérateur, S(xf , xi) par S(xf , z
′)O(z′, z)S(z, xi).
Nous érirons également les relations pour des propagateurs de quarks de type Wilson
puis nous spéierons les modiations apportées par la formulation en twisted mass. De
même nous onsidérons tout d'abord tous les propagateurs loaux-loaux (pas de smearing)
et détaillerons les modiations à apporter pour l'utilisation de propagateurs smeared-
smeared.
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On obtient pour le ourant assoié au quark u :




ei ~pf .( ~xf−~xi) ǫabc ǫa
′b′c′
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Fig. 4.4  Illustration des diagrammes disonnexes de la fontion à 3 points du proton
ave un opérateur agissant sur le quark u
On remarquera que les ontributions disonnexes, illustrées sur le shéma 4.4 et qui






× 〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉 (4.25)
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ne sont pas pris en ompte dans notre alul. En eet par les tehniques que nous employons
nous ne pouvons pas aluler es diagrammes. C'est ette restrition qui nous limite à ne
onsidérer que des opérateurs isovetoriels pour lesquels la ontribution des diagrammes
disonnexes est nulle. En eet, dans une théorie onservant la symétrie d'isospin, les on-
tributions des diagrammes disonnexes des quarks u et d sont égales et se soustraient
pour es opérateurs. La symétrie d'isospin n'étant pas une symétrie de la tmQCD, ette
ompensation n'est exate qu'à la limite du ontinu.
Pour le quark d on obtient, sans ontribution disonnexe :
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Notre but est de aluler les quantités préédentes. Comme nous l'avons vu à la setion
3.3.1 , les propagateurs de quarks sont alulés numériquement en inversant sur haque
onguration l'opérateur de Dira twisté. En théorie si l'on pouvait aluler les propaga-
teurs de quarks S(xf , xi) pour tous les points xi et xf ainsi que pour tous les indies de
Dira et de ouleur (propagateurs dits all-to-all), il nous surait simplement d'eetuer
les "ontrations", 'est-à-dire les multipliations des matries indiquées dans les équations
4.26 4.24.
Malheureusement nous avons vu que lors des inversions des propagateurs de quarks,
nous ne alulions es derniers qu'ave un point soure xé, que l'on xera en xi = 0.
Pour ironvenir à ette diulté nous utilisons alors la tehnique des propagateurs
généralisés, introduite par Maiani et Martinelli [80℄.
4.3.1 Propagateurs généralisés
Le propagateur généralisé ,
[
SG((tf , ~pf ), y
′;αf , xi, αi)
]
, est déni en mettant en fateur
dans les équations 4.26 4.24 la partie ontenant l'opérateur et le propagateur partant de
la soure et arrivant sur l'opérateur :





SG((tf , ~pf ), y
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Fig. 4.5  Illustration symbolique de la fontion à 3 points du proton faisant apparaître le
propagateur généralisé SG
Ce propagateur dépend expliitement de ses propres indies de spin et de ouleur mais
également des indies de Dira du proton à la soure et au puits, αi et αf . De plus le prop-
agateur généralisé part du point spatial y′ jusqu'au point du puits et dépend impliitement
du point soure xi. Le propagateur généralisé peut se rérire sous la forme :
[
SG((tf , ~pf ), y






ei ~pf .( ~xf−~xi)
[
Cc









où l'on a fait apparaître le propagateur de quark entre le point d'insertion de l'opérateur et
le point du puits
[







′c((xf , xi;αf , αi))
]
ρǫ
pour le ourant assoié au quark
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u est alors déni par :[
Cc
























































Ce terme ontient les propagateurs des deux quarks spetateurs et les dépendanes dans
les indies de Dira du proton.
4.3.2 Propagateurs Bakward
Nous allons montrer que pour éviter de aluler le propagateur all-to-all
[




il sut de xer le temps du puits tf ainsi que l'impulsion du proton au puits ~pf .
Pour le alul des propagateurs de quark, le point soure est xé. Or dans notre as nous
voulons pouvoir faire varier le point d'insertion de l'opérateur et xer le point du puits.
On utilise alors la propriété suivante des propagateurs de quarks (qui déoule diretement
de la propriété de l'opérateur de Dira) :
































Nous avons utilisé ii la formulation twisted mass de ette relation, reliant les propagateurs
de quark de saveurs diérentes.
En appliquant ette relation dans 4.28, on obtient :
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SG((tf , ~pf ), y







ei ~pf .( ~xf−~xi)
[
Cc
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où l'on a déni le propagateur bakward
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Celui-i a les mêmes dépendanes que le propagateur généralisé mais va de (tf , ~pf ) à y
′
.






à gauhe du propagateur bakward,
on peut alors aluler un terme soure (l'indie d de Dd est ajouté à e niveau pour spéier
le fait qu'on utilise dans l'opérateur de Dira une masse twistée de −µ pour un ourant































= δz,xf δe,cδτχ (4.36)
Nous obtenons de ette manière le terme soure
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ei ~pf . ~xf δz,xf
[




On inverse l'opérateur de Dira ave e terme soure pour obtenir le propagateur bak-
ward puis généralisé que l'on utilise pour eetuer les ontrations fournissant la fontion
de orrélation à 3 points.
4.3.3 Smearing pour la fontion à 3 points
On souhaite utiliser les prinipes de smearing pour les fontions à 3 points. Il faut
ainsi l'appliquer au point soure et au point du puits. Les points où sont insérés le ourant
ne sont pas onernés. Le smearing au point soure xi est trivial : ela revient à utiliser
des propagateurs SLS(xf , xi) au lieu de SLL(xf , xi) dans les formules 4.37. Il en est de
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même pour le propagateur S(y, xi) partant de la soure et arrivant au point d'insertion de
l'opérateur. Le smearing au puits va s'eetuer en smearant les propagateurs du terme C
de la formule 4.37 grâe à la formule 4.14 et en remplaçant le terme de soure loale en
suivant la formule 4.12.
Fig. 4.6  Illustration du smearing
4.3.4 Formulation spéique aux fermions de masse twistée
Les dénitions préédentes ont été érites pour des quarks de Wilson an d'illustrer
ave simpliité la onstrution des propagateurs généralisés. Le seul passage spéique à
la tmQCD dans les formules préédentes vient du hangement de saveur dans la formule
4.31. Cette aratéristique de la twisted mass est importante ar elle implique que le alul
du propagateur généralisé relatif au ourant du quark u doit s'eetuer ave l'opérateur de
Dira ayant une masse −µ et inversement l'inversion relative au ourant du quark d ave
la masse +µ , e qui est a priori ontre-intuitif par rapport aux inversions normales.
Si dans toutes les formules préédentes on utilise les propagateurs twistés Stm à la plae
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des propagateurs S et si nous utilisons l'opérateur Otm déni par :







ave + si ψ = u et − si ψ = d. (4.38)
nous obtenons :
< P tmαf (tf , ~pf )ψ¯
tm(y′)Otm(y′, y)ψtm(y)P¯ tmαi (xi) > (4.39)
Les valeurs moyennes dans la base physique, indiquées ave l'exposant
phys
, sont reliées
à l'expression préédente par la formule :
< P physαf (tf , ~pf )ψ¯






β′ (tf , ~pf )ψ¯




On eetue don deux hangements par rapport au as des fermions de Wilson pour
obtenir les résultats dans la base physique : les opérateurs à utiliser lors des ontrations














On remarque que les fontions à 3 points pour les ourants de quarks u et d doivent
être obtenus séparement e qui néessitera en pratique deux termes soures diérents ave
deux inversions assoiées.
4.3.5 Projeteur sur les indies de Dira du proton et onditions anti-
périodiques
La fontion à 3 points dépend en partiulier des 2 indies de Dira du proton (αi, αf ).
Pour avoir aès à la valeur pour tous les indies, il faudrait aluler 16 propagateurs
généralisés (don 16 inversions), e qui n'est pas raisonnable du point de vue temps de
alul. On va don séletionner les omposantes d'intérêt pour les observables que l'on
étudie. Pour ela on multiplie la fontion à 3 points par un projeteur Λ agissant sur les
indies de spin du proton et on ne alule que la trae de la matrie ainsi obtenue.
Tr
(
Λ < P physαf (tf , ~pf )ψ¯








β′ (tf , ~pf )ψ¯
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An de hoisir les projeteurs pertinents, il faut étudier la déomposition des éléments
de matrie en terme de fateurs de forme expliquée dans le setion 4.6.1.
Il faut enn ompenser les onditions anti-périodiques dans la diretion temporelle. En
pratique il faut multiplier le résultat de 4.41 par le fateur :
ei3π(tf−ti)/T eiπ(ty−ty′)/T (4.41)
Le premier fateur a déjà été expliqué pour la fontion à deux points. Il faut prendre garde
au seond fateur lorsque les ourants ne sont pas loaux (opérateurs dérivatifs).
4.3.6 Comparaison de la soure du propagateur généralisé et du propa-
gateur généralisé ave la fontion à 2 points
J'ai implémenté un ode informatique pour la réation de la soure du propagateur
généralisé sans smearing ainsi qu'un ode de ontrations an de vérier les odes existants.
An de le déboguer, j'ai mis en plae des tests auto-onsistants me permettant de vérier
la ohérene des résultats obtenus. En eet la onstrution des propagateurs généralisés
permet de vérier la soure du propagateur bakward ainsi que e dernier. Le test de la
soure est illustré sur la gure 4.7 : la soure du propagateur généralisé ontient deux
quarks spetateurs qu'il onvient de ontrater ave un autre propagateur pour retrouver






















(xf , xi;αf , αi)S
c′c
u (xf , xi)
]
ρρ
= 2 ∗ 〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉
(4.43)
Ce test intéressant fontionne en utilisant des propagateurs loal-loal, loal-smeared
et smeared-smeared.
La fontion à 3 points est alulée en eetuant les ontrations :





SG((tf , ~pf ), y








Pour tester le propagateur généralisé on peut remplaer dans l'expression le terme
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par δsc′δτρ. On obtient pour y










ei ~pf . ~xf
[
Cc
′c(xf , xi;αf , αi)S
cc′
u (xf , xi)
]
ρρ
= 2 ∗ 〈Pαf (tf , ~pf )P¯αi(xi)〉
(4.46)
4.4 Représentation spetrale de la fontion à 2 points
4.4.1 Du orrélateur à la masse eetive
Nous avons vu omment aluler de manière eetive les orrélateurs à 2 et 3 points. Il
faut par la suite en extraire les quantités physiques. Pour ela on utilisera la représentation
spetrale pour la théorie du ontinu. La fontion de orrélation obtenue par la méthode de
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Fig. 4.8  Illustration symbolique de la vériation du propagateur généralisé
Le symbole H est l'opérateur hamiltonien. Nous allons ii onsidérer la fontion de or-
rélation 〈Pαf (xf )P¯αi(0)〉, ave xf > 0.
Les opérateurs évoluent dans le temps suivant la loi :
O(t, ~x) = e−i ~P~xeHtO(0,~0)e−Htei ~P~x (4.49)
An d'obtenir le omportement attendu de es fontions de orrélation, il faut prendre
en ompte ette évolution et insérer la relation de fermeture sur les états. On ne onsidère
alors que les états ayant un reouvrement ave l'opérateur onstruit, 'est-à-dire l'état du
proton et ses exitations |N, ~pN , s〉 :
〈n′|Pαf (xf )|n〉 →
{
〈0|Pαf (xf )|N, ~pN , s〉




〈0|P¯αi(xi)|N, ~pN , s〉
〈N, ~pN , s|P¯αi(xi)|0〉
(4.51)
Nous voulons également projeter sur les états qui ont une impulsion dénie au puits et
alulons pour e faire C2ptαfαi(t, ~p).
C2ptαfαi(tf , ~p) =
∫
d3xfe
−i~p ~xf 〈Pαf (xf )P¯αi(0)〉 (4.52)
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( e−EN tf δ3( ~pN − ~p′)〈0|Pαf (0)|N, ~pN , s〉〈N, ~pN , s|P¯αi(0)|0〉
+e−EN (T−tf )δ3( ~pN + ~p′)〈N, ~pN , s|Pαf (0)|0〉〈0|P¯αi (0)|N, ~pN , s〉(4.53)
Soit |N¯ , ~pN , s〉 l'état représentant l'antipartiule de l'état |N, ~pN , s〉. Pour les états
|N, ~pN , s〉 de parité positive,( |N¯ , ~pN , s〉 de parité négative) les éléments de matries dans
l'expression préédente s'érivent sous la forme suivante :


















Pour les états |N, ~pN , s〉 de parité négative,( |N¯ , ~pN , s〉 de parité positive) on a :


















La onstante ZN2 donne l'amplitude de propagation de la partiule dans une théorie
en interation par rapport à la théorie sans interation. Elle est indépendante de l'impul-
sion de la partiule onsidérée mais est spéique à haque partiule. Les spineurs libres
apparaissant dans es formules vérient les règles de sommation suivante :
∑
s
us(p)u¯s(p) = 6p+MN = ENγ0 − ~p.~γ +MN (4.58)
∑
s
vs(p)v¯s(p) = 6p−MN = ENγ0 − ~p.~γ −MN (4.59)
D'où :





( e−EN tf (ENγ0 − ~p′.~γ + ηN MN )αfαi
+ e−EN (T−tf )(ENγ0 + ~p′.~γ − ηNMN )αfαi) (4.60)
où ηN est la parité de l'état |N, ~pN , s〉.
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(EN − ηNMN )
2EN
e−EN (T−tf ) (4.61)
(4.62)
Au temps longs, l'état fondamental de la théorie prédomine, dans notre as l'état proton








Pour extraire l'énergie de et état, nous utiliserons l'énergie eetive :
Eeff (tf , ~p) = ln
C2pt(tf , ~p)




Cette dernière quantité est traée en fontion du temps et doit présenter un plateau que
l'on tte pour extraire l'énergie de l'état fondamental.
Dans la limite du ontinu EN (~p) ne dépend que de ~p
2
, tandis que le réseau brise la
symétrie O(4) de la métrique eulidienne. Dans le as idéal d'une statistique innie, si ~p =
(px, py, pz) et si ~p′ est un veteur formé à partir de ~p par permutation de ses omposantes
alors EN (~p) = EN (~p′). De plus si l'ation utilisée est invariante sous parité alors EN (~p) =
EN (−~p). Auune des deux remarques préédentes n'est valable dans notre situation, il nous
faut alors hoisir quelle quantité nous voulons étudier. An de bénéier de l'amélioration
automatique en O(a) de la twisted mass, il est néessaire d'étudier EN (~p) + EN (−~p).
Nous avons alors deux hoix possibles pour traiter les énergies normalement dégénérées
sur réseau en statistique innie.
 soit tter séparement les plateaux de Eeff (t, ~p) + Eeff (t,−~p) pour les ~p équivalents
par permutations des omposantes. On ombine par la suite les résultats obtenus
ave leur erreur par une moyenne pondérée.
 soit sommer sur les ~p équivalents par symétrie H(4) les Eeff (t, ~p). Puis tter le
résultat ave l'erreur assoiée.
Sur le as qui a été onsidéré, il n'a pas pu être mis en évidene l'avantage d'une méthode
sur l'autre. La seonde méthode a don été hoisie pour minimiser le temps de alul lors de
l'analyse. La préoupation prinipale de la proédure est ensuite de déterminer la fenêtre
de t.
Plusieurs remarques au sujet du t de e plateau pour Eeff (t,~0) :
 Plus t est grand, plus l'erreur statistique sur Eeff (t, ~p) est grande. Dans le as de la
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 Dans le as d'une statistique innie de ongurations (pas d'erreur statistique), il
n'existerait pas de plateau. Ce sont les erreurs statistiques qui nous permettent
d'obtenir un ensemble de points ompatible ave un plateau.
 Les valeurs de Eeff (t, ~p) entre deux temps diérents sont à priori orrélés e qui
résulte en une diminution de la variation de Eeff (t, ~p) entre des temps suessifs.
 Lorsqu'on tte le plateau entre [t1, t2], le résultats du t dépend très faiblement de t2,
pour t2 assez grand (t2 & (1/3)T ). En eet, plus t est grand, plus l'erreur statistique
sur Eeff (t, ~p) est grande et moins le point a un poids important dans le t pondéré.
La partie essentielle revient don à déterminer le temps du début du plateau de manière
à e que l'eet des exitations en e point soit plus faible que l'erreur statistique. Diérents
hoix peuvent être eetués pour déterminer le début du plateau de manière automatique.
 Considérer le premier point tel que la variation Eeff (t+ 1,~0)− Eeff (t,~0) soit om-
patible ave 0 dans les barres d'erreurs. Le désavantage de ette méthode est qu'elle
ne prend pas en ompte les orrélations entre les temps voisins.
 Fitter la première exitation en même temps que l'état fondamental. Ave e résultat,
estimer en quel point la ontribution du premier état exité est plus faible que l'erreur
statistique. Le désavantage de ette méthode est qu'il faut toujours hoisir un temps
initial de t, les valeurs trouvées pour les paramètres dépendant alors fortement de
e temps. Nous n'utiliserons pas ette méthode.
Les résultats obtenus ave les deux méthodes sont généralement similaires. Faute de
pouvoir optimiser le temps initial du plateau pour diminuer au mieux l'erreur statistique du
résultat nal, une méthode onservative serait alors de ommener à tter un à deux temps
après le résultat obtenu par l'une des deux méthodes. Les ommentaires eetués sont
valides pour l'extration de la masse du nuléon et peuvent être modulés pour l'extration
de l'énergie qui onstitue un as plus défavorable : plus l'impulsion onsidérée est grande
plus les erreurs statistiques sont grandes, et moins les ontributions des états exités sont
distinguables de l'état fondamental. La gure 4.9 montre les plateaux obtenus à diérentes
énergies pour l'ensemble C3, déni dans le tableau 3.1.
Le travail de la thèse n'est pas dédié à l'étude de la masse du nuléon mais nous verrons
par la suite que la valeur de la masse et l'énergie du nuléon sont des entrées néessaires
pour l'extration des observables liées aux fontions à 3 points. Par soui de ohérene ave
les résultats de la ollaboration publiés sur la masse du nuléon [81, 70℄ , nous utiliserons
les fenêtres de t déterminées à ette oasion et présentées dans la table 4.2. Nous avons
également onservé ette fenêtre de t du plateau de la masse pour l'étude des énergies
du nuléon. C'est un hoix disutable du fait des remarques préédentes mais il reste en
pratique orret aux faibles impulsions. Pour les grandes impulsions auun des ritères
préédents ne permet de tranher du fait d'un bruit statistique trop grand. A titre d'ex-
emple, les valeurs des χ2/d.o.f des ts sont représentées sur la gure 4.10 pour l'ensemble
C3, onrmant la remarque préédente.
La gure 4.11 montre que le hoix du temps de début de plateau a en fait peu d'inuene
sur les résultats des ts. Par ontre le hoix de e temps inue sur les erreurs, plus le temps
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Fig. 4.9  Eeff (t, ~p
2) en fontion de at à diérentes valeurs de (a~p)2. Les lignes horizontales
pleines et en pointillés sont les résultats du t du plateau sur la fenêtre en temps [9-24℄.




Tab. 4.2  Fenêtres de t [tmin − tmax] utilisées pour l'extration des énergies eetives
pour les diérents ensembles.
de début de plateau est grand, plus les erreurs augmentent. Le hoix des fenêtres de t
utilisées orrespond à un bon ompromis entre l'assurane d'être faiblement ontaminé par
les exitations tout en onservant des erreurs statistiques ables.
Lors de l'extration des fateurs de forme, il est néessaire de onnaître l'énergie et la
masse du proton. En pratique, le hoix a été fait d'utiliser la valeur de l'énergie déduite de
la relation de dispersion du ontinu.
An de orroborer e hoix, j'ai vérié la validité de la relation de dispersion du ontinu.
Les graphiques 4.12 et 4.13 en sont l'illustration pour les diérents ensembles disponibles.
Ils présentent la masse déduite à partir de la relation de dispersion du ontinu et des
énergies ttées aux diérentes impulsions. Pour es graphiques l'énergie n'a pas été ttée
par la méthode de plateau mais provient d'un t en Ae−EN t dont la fenêtre de t a été
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préédemment déterminée grâe aux plateaux. Ce hoix a été eetué ar dans la prohaine
setion nous allons étudier le omportement de A en fontion de l'impulsion du proton.
Les erreurs indiquées ont été déduites par prinipe jakknife en ttant haun des bins
jakknife et en alulant l'erreur à partir de la dispersion des résultats ainsi obtenus.
La relation de dispersion du ontinu est très bien vériée, exepté pour l'ensemble
B2. Nous verrons que et ensemble présente également pour d'autres observables un om-
portement qui s'éarte des valeurs attendues. Il sera éarté dans l'analyse des fateurs de
forme.
Les graphiques 4.14 et 4.15 permettent de visualiser la vériation de la relation de
dispersion aux diérents β en fontion d'une éhelle indépendante de la maille ~p2/M2N . On
remarque alors que le domaine des impulsions où la relation de dispersion reste valide est
équivalent aux diérentes mailles, auun eet de disrétisation ne pouvant être déteté.
Deux autres hoix auraient pu être eetués pour la valeur de l'énergie utilisée dans
l'extration des 3 points :
 utiliser une version réseau de la relation de dispersion. Le défaut de ette méthode
réside dans le fait que l'on ne peut pas onnaître a priori les paramètres de ette
relation (eets de disrétisation). On se retrouve alors à devoir tter es derniers.
Dans le domaine d'impulsions onsidéré, e ranement paraît superu.
 tter ette énergie ave le orrélateur de la fontion à 2 points. On prend ainsi en
ompte les orrélations entre les fontions à 2 et à 3 points pour haque énergie.
Cette méthode n'apporte pas d'amélioration signiative pour l'étude des fateurs
de forme aux impulsions onsidérées.
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Fig. 4.10  Valeur des χ2/d.o.f obtenues pour les ts des plateaux de Eeff (t, ~p
2) sur la
fenêtre en temps [9-24℄ en fontion de (a~p)2 pour l'ensemble C3, β = 4.05 µ = 0.008.
Fig. 4.11  Dépendane des résultats des ts de Eeff (~p
2) en fontion du temps du début
de plateau atmin aux diérents (a~p)
2
pour l'ensemble C3, β = 4.05 µ = 0.008. Les lignes
pointillées orrespondent à la valeur pour la fenêtre de t eetivement utilisée.
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Fig. 4.12  Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersion
du ontinu en fontion de la norme de la tri-impulsion au arré. La gure du haut montre
les valeurs pour β = 3.9, L = 2.1 fm, elle du bas pour β = 3.9, L = 2.8 fm.
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Fig. 4.13  Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersion
du ontinu en fontion de la norme de la tri-impulsion au arré. La gure du haut montre
les valeurs pour β = 4.05, elle du bas pour β = 4.2.
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Fig. 4.14  Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersion
du ontinu en fontion de ~p2/M2N . La gure du haut présente la omparaison entre β = 3.9
et β = 4.05 à mπ ∼ 468 MeV, elle du bas à mπ ∼ 300 MeV.
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Fig. 4.15  Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersion
du ontinu en fontion de ~p2/M2N . Comparaison entre β = 3.9 et β = 4.2 à mπ ∼ 260 MeV.
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4.4.2 Z2
L'équation 4.63 nous donne le omportement attendu au temps longs du orrélateur
de la fontion à 2 points. L'information physique prinipale que l'on peut extraire du
orrélateur réside dans la déroissane exponentielle. An de maîtriser au mieux e or-




présent devant notre omportement exponentiel. D'un point de
vue théorique le oeient |ZN2 | est onstant en fontion de l'impulsion. Cei n'est vrai
que pour des orrélateurs alulés ave des propagateurs de quarks loaux-loaux.
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Fig. 4.16  Comparaison du omportement de |ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)| en fontion de ~p2 en
utilisant des propagateurs loaux-loaux et smeared-smeared à β = 4.05 µ = 0.008.
En eet e omportement n'est plus valable lorsqu'on utilise des propagateurs smearés.
Sur la gure 4.16, j'ai représenté les valeurs de |ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)| pour l'ensemble B3, les
erreurs ayant été alulées par la méthode jakknife. Lorsqu'on utilise des propagateurs
loaux, le omportement est alors ompatible ave une onstante. Par ontre, ave des
propagateurs smearés, nous observons une laire dépendane en fontion de l'impulsion de
|ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)|. Pour dérire es orrélateurs obtenus dans le as sméaré nous dénirons
g(~p2) telle que |ZN2 (~p2)| = |ZN2 |g(~p2).
La fontion g(~p2) introduite dépend des paramètres de smearing utilisés. La gure 4.17
montre g(~p2) pour l'ensemble C1 et pour 2 paramètres de smearing gaussien diérents. On
remarque que de manière systématique g(~p2) est inférieur pour Ngauss = 70 par rapport à
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Fig. 4.17  Comparaison du omportement de |ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)| en fontion de ~p2 en util-
isant des propagateurs smeared-smeared à β = 4.05 µ = 0.003 ayant un nombre d'itération
de smearing gaussien de Ngauss = 50 et Ngauss = 70
Ngauss = 50. Pour seulement deux impulsions, les valeurs aux deux smearing dièrent de
plus de 1 σ. Nous avons don une indiation supplémentaire que le omportement de g(~p2)
dépend du nombre d'itérations de smearing.
Dans le as de smearing gaussien, nous testerons l'hypothèse que g(~p2) = Ae−B~p2 . Le
hoix de ette fontion est guidé par le omportement empirique attendu si l'on appliquait
le smearing sur un hamp spinoriel d'une partiule pontuelle libre de masse innie. Cette
forme fontionnelle est ompatible pour tous les ensembles onsidérés. Les résultats sur
les χ2/d.o.f sont en eet inférieurs à 1 et n'invalide pas notre omportement fontionnel.
C'est pourquoi un alul plus développé de la forme fontionnelle n'a pas été approfondi en
premier lieu. Les valeurs du oeient B ttés sont données dans le tableau 4.3, les gures
assoiées aux diérents ensembles sont 4.18 et 4.19.
Nous avons une indiation que le oeient B dépend du nombre d'itérations du smear-
ing gaussien utilisée. Les éarts ne sont néanmoins pas signiatifs pour onlure.
Nous retiendrons essentiellement que lors de l'étude des fontions à 3 points il faudra
prendre garde de bien ompenser les oeients Z2 à la même impulsion.
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=304 MeV piL=2.1 fm   m
=433 MeV piL=2.1 fm   m
=468 MeV piL=2.1 fm   m
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=260 MeV piL=2.8 fm   m
=298 MeV piL=2.8 fm   m
Fig. 4.18  Comportement de Z2(~p
2)/Z2(0) en fontion de ~p
2
pour les ensembles à β =
3.9 L = 2.1fm, B1,2,3,4 pour la gure du haut et β = 3.9 L = 2.8fm, B6,7 pour la gure
du bas . Les ourbes pointillées sont les résultats du t par la fontion e−B~p
2
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Ensemble Ngauss B χ
2
/d.o.f
B1 50 6.31 ± 0.77 0.43
B3 50 7.45 ± 1.31 0.16
B4 50 5.23 ± 0.79 0.39
B7 50 5.92 ± 0.79 0.23
B6 50 5.85 ± 0.84 1.05
C1 50 5.13 ± 1.23 0.72
C1 70 8.17 ± 2.04 0.20
C2 70 7.56 ± 0.96 0.45
C3 70 7.78 ± 1.00 0.53
Tab. 4.3  Résultats du t de |ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)| par e−B~p
2
pour les diérents ensembles.
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=50 gauss=293 MeV NpiL=2.2 fm   m
=404 MeV piL=2.2 fm   m
=466 MeV piL=2.2 fm   m
=70gauss=293 MeV NpiL=2.2 fm   m
Fig. 4.19  Comportement de Z2(~p
2)/Z2(0) en fontion de ~p
2
pour les ensembles à β = 4.05,
C1,2,3. Les ourbes pointillées sont les résultats du t par la fontion e
−B~p2
4.4.3 Étude de la struture spinorielle du orrélateur du proton
Les eets de disrétisation sont l'un des eets que l'on herhe à mettre en évidene
dans les diérentes quantités observées. Ils sont généralement faibles pour les observables
physiques auxquelles nous allons nous intéresser. Dans un soui de ompréhension, il reste
intéressant de les faire apparaître pour des quantités non physiques. J'ai ainsi alulé
à partir des orrélateurs à 2 points quels résultats étaient obtenus pour la struture en
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ave {DA}, A = 0...15 représentant une base des matries de Dira et C2pt(t,~0,DA) est
donné par l'équation 4.61. Dans la théorie du ontinu, pour t susamment grand, seules
les matries DA ∈ {1, γ0} doivent fournir un signal non nul.
Après analyse, les L(t,DA) donnent les résultats attendus sauf pour l'un d'entre eux
orrespondant à DA = γ5. Ave e projeteur, la partie imaginaire de L(t,DA) est signi-
ativement non nulle, omme ela est montré sur le graphique 4.20 pour l'ensemble B1.
La quantité L(t,DA) a d'ailleurs été onstruite sur le fait qu'elle présente un plateau per-
mettant de dénir et éart par rapport à la valeur nulle. J'ai tté e plateau entre t=10
et 16, les résultats étant donnés dans la table 4.4.3. Ces barres d'erreur sont alulées par
la méthode jakknife.
Fig. 4.20  Partie imaginaire de L(t,DA) en fontion du temps pour l'ensemble B1. La
ligne horizontale bleue est le résultat du t par une onstante pour t ∈ [10− 16], les lignes
pointillées représentant l'erreur assoiée, évaluée par la méthode jakknife.
L'éart par rapport à 0 ne peut provenir que d'un artefat du réseau aratéristique
de notre ation. En eet, il devrait être nul pour une ation invariante sous parité. Sa
valeur augmente lorsque la masse du pion diminue. Cette étude serait à poursuivre par
l'identiation exate de e terme ave sa valeur théorique dans le développement à la
Symanzik. Cette étude n'a pas été développée dans ette thèse. Elle ore tout de même une
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Ensemble
β = 3.9 µ = 0.01 L = 24 7.475e-03 ± 1.88e-02
β = 3.9 µ = 0.0085 L = 24 9.797e-02 ± 2.66e-02
β = 3.9 µ = 0.0064 L = 24 1.262e-01 ± 2.92e-02
β = 3.9 µ = 0.004 L = 24 1.125e-01 ± 3.46e-02
β = 3.9 µ = 0.004 L = 32 1.838e-01 ± 4.06e-02
β = 3.9 µ = 0.003 L = 32 1.962e-01 ± 3.17e-02
Tab. 4.4  Résultats du t par un plateau de ℑm(L(t, γ5)) pour t ∈ [10−16] et les diérents
ensembles.
arohe sur un eet de disrétisation aessible dans le seteur du nuléon aratéristique
de la tmQCD.
4.5 Représentation spetrale de la fontion à 3 points
Le développement de la fontion de orrélation à 3 points est similaire à elui de la
2 points. Nous voulons extraire l'élément de matrie 〈N, p′, s′|J (z)|N, p, s〉. Le adre du
alul sur réseau nous limitera à :
 projeter l'état nal du nuléon sur l'état d'impulsion nulle :∫
d3xf 〈0|Pαf (xf )J (z)P¯αi (0)|0〉 (4.66)
 projeter ave Λ sur les indies de Dira du proton :
Tr(Λ
∫
d3xf 〈0|Pαf (xf )J (z)P¯αi(0)|0〉) (4.67)




3zei~q~z〈0|Pαf (xf )J (z)P¯αi(0)|0〉) (4.68)
 nous nous limiterons à l'étude des fateurs de forme dans le domaine des impulsions
transférées q2 de type espae, soit 0 < tz < tf . En eet nous pourrions naïvement
s'attendre à aéder aux fateurs de forme dans la région de type temps par l'étude
de la fontion de orrélation à 3 points pour 0 < tf < tz. Maiani et Testa ont montré
dans [82℄ qu'une telle relation n'était pas simple et qu'il est impossible d'extraire
diretement du omportement de la fontion à 3 points dans la région 0 < tf < tz
les quantités physiques d'intérêt. On pourra ependant retenir que le omportement
de la fontion à 3 points pour un temps d'insertion d'opérateur se trouvant après le
temps du puits n'est pas trivial.
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L'élément de matrie 〈N,~0, s|J (0)|N ′,−~q, s′〉 sera déomposé sous la forme :
〈N,~0, s|J (0)|N ′,−~q, s′〉 = u¯sN (0)O(Q2)us
′
N ′(−~q) (4.69)
où O(Q2) est une matrie agissant sur les indies de Dira que l'on identiera dans les
équations 2.7, 2.29, 2.44 et 2.54 pour les diérents opérateurs. En nous limitant à es
onsidérations, la fontion à 3 points se déompose alors sous la forme :
















e−MN tf e−(EN′ (~q
2)−MN )tzTr(Λ(1 + γ0)O(0)(−γ.q +MN ′))
(4.70)
Dans les limites tf − tz →∞ et tz →∞, seul l'état fondamental ontribue :








× e−MN tf e−(EN (~q2)−MN )tzTr(Λ(1 + γ0)O(0)(−γ.q +MN ))
(4.71)
On onstruit alors le rapport R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) donné par :
R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) =
C3pt(t, ~q, tf ,Λ,J )
C2pt(tf ,~0,Λ0)
√
C2pt(tf − tz,−~q,Λ0)C2pt(t,~0,Λ0)C2pt(tf ,~0,Λ0)
C2pt(tf − tz,~0,Λ0)C2pt(t,−~q,Λ0)C2pt(tf ,−~q,Λ0)
(4.72)
Dans la limite où les temps du puits et le temps d'insertion de l'opérateur sont su-
isamment grands, la dépendane en temps du rapport est supprimée. On notera également
que les fateurs Z2 se ompensent.
R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) −−−−−−−−→
tf−tz ,tz→∞
Tr(Λ(1 + γ0)O(0)(−γ.q +MN ))
√
1
2EN (−~q)(EN (−~q) +MN )
:= Π(~q,Λ,J ) (4.73)
La quantité Π(~q,Λ,J ) est indépendante du temps lorsque seul l'état fondamental de
la théorie ontribue à R(tz, ~q, tf ,Λ,J ). En pratique les états exités ontaminent notre
signal. An de se plaer dans un régime où leurs ontributions sont faibles, on traera
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Tab. 4.5  Fenêtres de t utilisés pour l'extration des fateurs de forme.
R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) en fontion de tz et nous détermineront la valeur de Π(~q,Λ,J ) dans la
région présentant un plateau. Cette méthode est illustrée sur la gure 4.21 où sont montrés
les plateaux obtenus et leur t pour R(tz, ~q, 12,Λ
0, V 3,cons0 ), pour l'ensemble B6 et pour les
impulsions disrètes indiquées en légende. L'opérateur V 3,consµ sera dérit dans la setion
4.8.1. Ces gures serviront d'exemple pour les ommentaires qui suivent :
 En pratique le ritère énoné sur la détermination d'un plateau donne une ontrainte
faible. En eet les barres d'erreur sur haun des points sont trop grandes pour
ontraindre une fenêtre de t, les χ2/d.o.f obtenus sur les ts du plateau restant
inférieur à 1 pour un ensemble très large de fenêtre de t. Nous n'avons pas d'évidene
laire nous assurant que les ontributions des états exités soient faibles.
 Pour hoisir malgré tout une fenêtre de t, nous nous plaçons dans le as où la limite
tz, tf − tz → ∞ sera le mieux vérié : on prend alors le point tz = tf/2 omme
référene puis on élargit la région de t de manière symétrique tant que le résultat
du t reste ompatible ave un plateau. Consient des limites de ette méthode, nous
nous limiterons à des plateaux de taille maximum inférieure ou égale à tf/2+ 1. Les
domaines de t utilisés sont dérits pour haque ensemble dans la table 4.5.
 2 ritiques prinipales peuvent être faites sur ette méthode. D'une part les plateaux
sont hoisis de manière symétrique par rapport à tz = tf/2. Or on s'attend à e que
le signal puisse être approximativement symétrique seulement dans le as ~q = ~0 et
non pour ~q 6= ~0. En pratique ette asymétrie n'est pas exploitable.
D'autre part, pour ~q 6= ~0, les erreurs de R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) augmentent ave tz. Or nous
eetuons un t pondéré du plateau, e qui va privilégier les points aux temps ourts.
Nous avons vérié à la n de l'analyse que les résultats obtenus dépendent très faiblement
du hoix de e plateau.
A l'heure atuelle, il n'est don pas primordial de raner les ritères de e hoix mais
dans un avenir où les erreurs et le temps du puits le permettront, il onviendra d'être
attentif aux remarques préédentes.
Pour haune des impulsions ~q, le t sera eetué dans la même fenêtre. Les erreurs
sont enore une fois alulées sur le prinipe de jakknife : haque bin jakknife est tté, la
dispersion des résultats de t sur haque bin permettant de aluler l'erreur sur le résultat
moyen.
Les résultats obtenus pour Π(~q,Λ,J ) pour tous les ~q vont par la suite être traités pour la
méthode de Déomposition en Valeurs Singulières, abrégé par SVD.
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Fig. 4.21  Illustration de R(tz, ~q, 12,Λ
0, V 3,cons0 ) pour l'ensemble B6. La gure du haut
présente les impulsions telles que ~q2 = 0.04 en unité réseau, elle du milieu telles que
~q2 = 0.12 et elle du bas telles que ~q2 = 0.15.
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4.6 Déomposition en Valeurs Singulières
An d'obtenir les formules pour haque opérateur, nous remplaçons dans l'équation
4.69 l'opérateur J ave les opérateurs donnés dans les équations 2.7, 2.29, 2.44 et 2.54.
Suivant l'opérateur utilisé, il faut hoisir le projeteur Λ tel que Tr(Λ(1+γ0)O(0)(−6q+
MN )) soit non nul.








2EN (−~q)(EN (−~q) +MN ) (4.75)
Les quantités Π(~q,Λ,J ) dénies dans 4.73 prennent alors la forme suivante :
 pour le ourant J = V 3µ :
Πµ(~q,Λ
0, V 3µ ) = C[(MN + EN (~q))δ0,µ + iqkδk,µ]GE(Q
2)
Πi(~q,Λ





 pour le ourant J = A3µ :
Π5i(~q,Λ




2)] , k, i = 1..3
(4.77)
 pour le ourant J = O44 :
ΠO44(~0,Λ
0,O44) =MNAu−d2 =MN 〈x〉u−d (4.78)
 pour le ourant J = Oi0A :
ΠOi0
A
(~0,Λk,Oi0A ) = −iMNδi,kA˜u−d2 = −iMNδi,k〈x〉∆u−∆d (4.79)
Les relations 4.76 et 4.77 se mettent sous la forme d'un système linéaire à résoudre,
Ax = y.
Les fateurs de forme GX(Q
2) à Q2 xé sont nos fontions de base onstituant notre
veteur olonne inonnu x = (G1(Q
2), .., Gm(Q
2)) ave m=1 ou 2 dans notre situation.
Le veteur y sera formé à partir des résultats de Π(5)µ(~q,Λ
b,Oµ) pour µ = 0..3, b = 0..3,
et l'ensemble de ~q tels que ~q2 soit onstante. Nous avons un ensemble de N "mesures",
notée y = {yi}, ave leur erreurs assoiées σi (déviation standard alulée par la méthode
jakknife). La matrie A est onstruite à l'aide des équations 4.76 et 4.77 suivant les
fateurs de forme onsidérés. Les oeients de ette matrie font intervenir la masse et
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l'énergie du nuléon pour l'ensemble onsidéré. La valeur de la masse utilisée est la masse
obtenue par la méthode des plateaux sur le même ensemble statistique de ongurations.
L'énergie est alulée par la relation de dispersion du ontinu omme nous l'avons justié
dans la setion 4.4.
Nous voulons alors déterminer le veteur x des fateurs de forme qui ajuste au mieux
les données Π(5)µ(~q,Λ
b,Oµ). Nous utiliserons la solution fournie par la SVD. Cette solution
est la meilleure approximation au sens des moindres arrés [83℄.










Les routines de SVD nous fournissent le résultat a minimisant le χ2 = |A′ · a− b|2.
Pour aluler les erreurs assoiées au résultat nal, on applique la proédure de déomposi-
tion en valeurs singulières sur haque bin jakknife en remplaçant les valeurs de yi et de Aij
mesurées sur haque bin jakknife tout en gardant la valeur de σi moyenne. L'erreur sur
les fateurs de forme est ensuite déduite de la dispersion des résultats des bins jakknife.
Nous prenons ainsi en ompte l'erreur assoiée à la masse et à l'énergie du nuléon ainsi
que les orrélations entre mesures.
An de mieux appréhender le rle de haune des ontributions et les erreurs assoiées
pour haque Q2 au fateur de forme, onsidérons le gain sur l'erreur en prenant en ompte
les impulsions de même ~q2.
Nous prendrons l'exemple de GE(Q
2) extrait de R(tz, ~q, 12,Λ
0, V 3,cons0 ) pour l'ensem-
ble B6 en guise d'illustration. De manière générale les résultats des ts du plateau de
R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) pour les diérentes impulsions de même norme sont ompatibles entre
eux, voir gure 4.22, les barres d'erreur étant similaires aux diérentes impulsions.




. La gure 4.23 illustre pour l'ensemble B6 et GE((a~q)
2 = 0.19)
extrait de V 3,cons0 l'évolution de l'erreur relative de GE(Q
2), σGE(Q2)/GE(Q
2) en fontion
du nombre d'impulsions onsidérés en entrée de la SVD.




pointillé. L'évolution de l'erreur des fateurs de forme en fontion de Q2 prend alors en
ompte la dégénéresene des impulsions sur réseau, diérente pour haque ~q2.
Considérons maintenant le omportement en fontion des omposantes µ deΠµ(~q,Λ,Jµ).
An de omparer les erreurs assoiées à haque terme entrant dans la déomposition de
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Fig. 4.22  Résultats de Π0(~q,Λ
0, V 3,cons0 ) pour les diérentes impulsions ~q de norme
~q2 = 0.08 extraits de R(tz, ~q, 12,Λ
0, V 3,cons0 ) pour l'ensemble B6. L'erreur représentée est
l'erreur jakknife. Un t pondéré a été eetué an de montrer la ompatibilité des résultats
entre les diérentes impulsions.
SVD, on alule le résultat de GE(Q
2) en ne onsidérant qu'une des omposantes µ de
Πµ(~q,Λ
0, V 3,consµ ). Nous nous plaçons dans un as où la dégénéresene des impulsions
ontribue de manière identique pour haque omposante, en pratique l'impulsion en unité
réseau (±0.2,±0.2,±0.2) pour l'ensemble B6. Les résultats sont résumés dans la table 4.6.
Le résultat nal sur GE est équivalent à un t pondéré de es 4 valeurs dont l'erreur
est alulée par la méthode jakknife. Les valeurs moyennes de haque omposante sont
toutes ompatibles entre elles. Mais l'erreur pour la omposante 0 est environ quatre fois
plus faible. C'est don ette omposante qui dominera le résultat nal.
Pour l'ensemble des impulsions, nous remarquerons de plus que la omposante 0 de GE
donne du signal pour toutes les impulsions alors que seuls les veteurs ayant un qi non
nul donnent du signal pour la omposante i. Les omposantes i ont don dans le pire as
3 fois moins de statistiques que la omposante 0. Il est don primordial de tenir ompte
des erreurs assoiées à l'extration de haque omposante dans notre résultat, e qui est
la fore de la SVD. Le omportement général des erreurs en fontion de l'impulsion et
pour les diérentes observables dépend des remarques préédentes et ne peut être déduit
de manière direte.
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Fig. 4.23  Évolution de l'erreur relative de GE(Q
2), σGE(Q2)/GE(Q
2) en fontion du
nombre d'impulsions onsidéré en entrée de la SVD pour l'ensemble B6 et (a~q)
2 = 0.19.




4.6.1 Choix des projeteurs
Le hoix des projeteurs est déliat. Pour GE(Q
2) nous avons pris Λ0.
Pour les autres observables le hoix peut être plus varié. Il omprend dans tous les as le
projeteur Λ0 an de projeter sur les états de parité positive. La démarhe a ensuite été de
hoisir un projeteur exigeant le moins d'hypothèses sur les ontributions qui s'annulent en
moyenne. En eet nous avons vu dans la setion 4.4.3 que pour la fontion à 2 points nous
pouvions avoir des eet de disrétisation non négligeables pour des omposantes nulles
dans la limite du ontinu, e qui inite à la plus grande prudene.
Par exemple, nous pourrions remplaer les projeteurs Λk par
∑
k(Λ
k)/3 dans les formules
4.76 et 4.77. Une étude a montré qu'en terme d'erreur il n'y a pas de gain signiatif entre
le hoix d'un projeteur Λk par rapport à
∑
k(Λ
k)/3. Voulant se restreindre au minimum
d'hypothèse, nous avons privilégié les projeteurs Λk. Nous avons vérié par la suite que les
ontributions a priori nulles si nous avions utilisé
∑
k(Λ
k)/3 sont en moyenne ompatible
ave 0.
L'utilisation des 3 projeteurs Λk pour k = 1..3 au lieu d'un seul peut en théorie
améliorer au maximum nos erreurs statistiques par un fateur
√
3. Par ontre, haque pro-
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µ GE
0 0.427 ± 0.022
1 0.494 ± 0.115
2 0.463 ± 0.096
3 0.493 ± 0.089
Tab. 4.6  Résultats de GE(~q
2 = 0.12) extraits de Πµ(~q,Λ, V
3,cons
µ ) en fontion de µ,
haque omposante étant traitée séparément les unes des autres.
jeteur néessite l'inversion d'un propagateur généralisé. Il onvient don de onsidérer leur
utilisation du point de vue du temps de alul.
La partie la plus oûteuse de notre haîne de alul est la génération de ongurations.
Nous avons un nombre limité de ongurations Nconf qu'il faut exploiter au mieux. Une
façon d'améliorer la statistique est de tirer plusieurs points soure et de faire la moyenne.
Une autre méthode onsiste à utiliser plusieurs projeteurs. Nous avons envisagé deux
stratégies. Une première solution est de hoisir diérents points soure ave un seul pro-
jeteur. Une deuxième solution est de hoisir diérents projeteurs ave un seul point
soure. Soit Nsource le nombre de point soure utilisé et Nproj le nombre de projeteur
utilisé.
Dans notre situation les propagateurs de quarks étaient déjà disponibles pour un point
soure donné. Ainsi, la première solution aurait onduit à inverser (2Nsource−2)Nconf prop-
agateurs de quarks et 2 Nsource Nconf propagateurs généralisés. Soit (4Nsource − 2)Nconf
inversions pour une statistique de N = NsourceNconf mesures.
Les études sur l'utilisation de plusieurs points soures d'une même onguration, eetuées
par d'autres ollaborations, semblent indiquer que les orrélations entre les mesures sont
faibles et que les erreurs varient en 1/
√
N . La deuxième solution est d'utiliser les propaga-
teurs de quarks existants et d'eetuer 2NprojNconf inversions pour avoir une statistique
de N = NprojNconf mesures. A statistique et temps de alul équivalent, la deuxième
méthode sera don plus avantageuse pour Nproj = 3, tant que l'erreur nale obtenue est
au moins divisée par
√
2.
Une étude préliminaire eetuée sur gA et sur un ensemble indiquait que l'on pouvait
espérer un gain de 1,5 de l'erreur validant e hoix. De plus l'utilisation des 3 projeteurs
a permis une étude plus détaillée des eets de haque omposante des opérateurs.
A posteriori e hoix peut-être remis en ause. En eet, le gain obtenu dépend tout




gain sur l'erreur relative obtenu par l'utilisation des 3 projeteurs séparés par rapport à
l'utilisation d'un seul projeteur. Pour gA sur l'ensemble B6, on observe que Σ1 = 1, 4,Σ2 =
1, 5 et Σ3 = 1, 6. Don le hoix du meilleur des projeteurs semble être plus intéressant que
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la méthode des 3 projeteurs séparés. Cela s'explique par le fait que les résultats obtenus
ave haun des projeteurs sont ombinés via la méthode de SVD. Ainsi le gain sur l'er-
reur sera supérieur pour le projeteur ayant la plus grande erreur par rapport au projeteur
ayant la plus faible erreur. Cet eet est de plus très diérent suivant l'ensemble onsidéré.
Pour l'ensemble B7 , Σ3 = 1 alors que Σ1 = 2, 7 pour gA ! De plus une tendane générale
semble indiquer que plus l'impulsion transférée est grande, plus Σk est faible.
Enn Σk dépend fortement de l'observable onsidéré. Pour GM (Q
2) et GP (Q
2), le ritère
sur le gain est vérié dans une majorité des as, e qui n'est pas le as pour GA(Q
2) quand
Q2 6= 0.
En résumé, il n'y a pas d'argument très fort pour hoisir l'une ou l'autre stratégie. En
pratique nous avons utilisé la méthode utilisant trois projeteurs qui permet de ontroler
la struture en spin des orrélateurs.
4.7 Constante de renormalisation vetorielle
Nous avons donné au hapitre 1 la forme des opérateurs du ontinu auxquels nous
allons nous intéresser. Les résultats obtenus sur réseau ave es opérateurs devront être
renormalisés, en le multipliant par une onstante ZJ an d'obtenir les valeurs attendues
des observables physiques.
Sur réseau nous pouvons onstruire diérents opérateurs J 1...J n équivalents aux opéra-
teurs préédents. Ils devront être renormalisés ave une onstante de renormalisation qui
leur est spéique et ils seront dits équivalents entre eux lorsque :
< n|ZJ iJ i|n >−−−→
a→0
A , ∀i (4.82)
A représente la valeur de l'observable physique. Pour une maille du réseau xée, les <
n|ZJ iJ i|n > vont diérer par des eets de disrétisation.
Ces notions sont illustrées dans notre as à partir du ourant vetoriel onservé. En eet
nous verrons dans la prohaine partie quel est le ourant exatement onservé sur réseau
V 3,consµ . On peut montrer que e dernier n'a pas besoin d'être renormalisé, soit ZV 3,cons = 1.
Par ontre, le ourant V 3µ = ψ¯γµψ qui n'est alors pas exatement onservé sur réseau doit
être renormalisé par une onstante ZV .
Nous avons alors deux manières pour exploiter e fait :
 En déterminant, ZV dans le seteur du nuléon à partir des résultats obtenus à partir
de V 3,consµ et V 3µ . Cela sera présenté à la setion 5.3.2.
 Il est également possible d'étudier les eets de disrétisation, en prenant ZV déter-
miné dans le seteur des mésons et en omparant les résultats obtenus ave ZV V
3
µ
et V 3,consµ . Cette remarque peut être utilisée pour eetuer la limite du ontinu de
GE(Q
2) et GM (Q
2) à Q2 6= 0 à partir de résultats présentant des eets de disréti-
sation diérents et ainsi mieux ontraindre ette limite. Cette démarhe ne sera pas
onsidérée dans ette thèse.
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4.8 Utilisation du ourant onservé
4.8.1 Conservation de la harge à impulsion transférée nulle
Le ourant exatement onservé nous fournit des relations fortes entre nos observables
[84℄ qui m'ont permis d'eetuer des tests sur nos odes de alul. En théorie lassique
des hamps, la onservation de l'isospin déoule de la symétrie globale de l'ation selon les
transformations du groupe SU(2). A ette symétrie sont assoiés des ourants onservés
d'après le théorème de Noether. Dans le as de l'ation QCD du ontinu, l'un de es
ourants onservés est V 3µ . On peut montrer à partir de l'ation sur réseau de tmQCD que
le ourant orrespondant, et qui est exatement onservé, prend la forme suivante dans la
base physique :




ψ¯(z + µˆ)(−irγ5 + γµτ3)Uµ(z)ψ(z) − ψ¯(z)(−irγ5 − γµτ3)U †µ(z)ψ(z + µˆ)
}
(4.83)
La harge, dénie par :
Q3,cons(tz) =
∫
V 3,cons0 (tz, ~z)d
3~z (4.84)
est alors indépendante du temps.
Plus exatement, la onservation de ette harge se traduit par une relation entre les
fontions de orrélation de la théorie via les identités de Ward-Takashi. Nous avons alors :
〈Pαf (xf )∆µV 3,consµ (z)P¯αi(0)〉U = 〈Pαf (xf )P¯αi(0)〉U (δ(0, z) − δ(xf , z)) (4.85)
Nous avons pris la notation ∆µV
3,cons
µ (z) = V
3,cons
µ (z)−V 3,consµ (z−µ). De plus, la notation
〈〉U indique que l'égalité est onsidérée onguration par onguration. Cette identité est
valide onguration par onguration ar lors de la dérivation de la formule à partir de la
formulation en intégrale fontionnelle, il n'est pas néessaire d'intégrer sur les hamps de
jauge.









〈Pαf (xf )P¯αi(0)〉U (δ(0, z) − δ(xf , z))
(4.86)




i (z) = 0 (4.87)
Finalement :∑
~xf
〈Pαf (xf )∆0Q3,cons(tz)P¯αi(0)〉U =
∑
~xf
〈Pαf (xf )P¯αi(xi)〉U (δ(0, tz)− δ(tf , tz)) (4.88)
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3,cons(t2)−Q3,cons(t1))P¯α(xi)〉U = 0 (4.89)
Cette égalité se traduit sur les orrélateurs eetivement alulés par le fait que :
C3pt(t2,~0, tf , V
3,cons
0 ) = C
3pt(t1,~0, tf , V
3,cons
0 ) (4.90)
onguration par onguration. Elle a été vériée dans nos aluls dans la limite de la
préision numérique de l'ordre de 10−6, 10−7. Cet ordre de grandeur est onsistant ave la
préision numérique à laquelle sont eetuées les inversions de propagateurs de quarks (
10−14 en préision relative sur la norme au arré des propagateurs soit 10−7 attendue sur
les oeients d'un propagateur de quark).
Pour le as 0 < t1 < tf < t2, nous avons :
C3pt(t1,~0, tf , V
3,cons
0 )− C3pt(t2,~0, tf , V 3,cons0 ) = C2pt(tf ,~0) (4.91)
onguration par onguration. Ii enore ette égalité nous donne un test fort sur le bon
déroulement de nos aluls, vériable à la préision numérique de 10−6, 10−7.
GE(Q
2 = 0) est déterminé à partir de la valeur moyenne du rapport :
R0(t,~0, tf ,Λ
0, V 3,cons0 ) = C
3pt(t,~0, tf , V
3,cons
0 )/C
2pt(tf ,~0), ave t < tf (4.92)
Or R0(t,~0, tf ,Λ
0, V 3,cons0 ) tend en moyenne vers 0 pour t > tf . Ainsi l'éart de GE(Q
2 =
0) par rapport à 1 est dû à l'éart statistique de R0(t,~0, tf ,Λ
0, V 3,cons0 ) ave t > tf par
rapport à 0. Les points bleus de la gure 4.24, montrent les valeurs de R0(t,~0, tf =
12,Λ0, V 3,cons0 ) obtenues pour l'ensemble B6. On obtient un plateau parfait pour 0 <
tz < tf . Les erreurs statistiques sont identiques pour haque point et résultent du fait
que nous obtenons un plateau parfait pour haque onguration. La distribution de es
plateaux autour de 1 sont le reet de la distribution des valeurs de R0(t,~0, tf ,Λ
0, V 3,cons0 )
ave t > tf autour de 0.
4.8.2 Conservation du ourant à impulsion transférée non nulle
Le ourant onservé nous permet d'obtenir des égalités vériables à la préision numérique
près. Il onstitue un outil en or pour vérier notre haîne de alul. La setion préédente a
présenté son utilisation lorsque l'impulsion transférée est nulle. Mais nous n'avons toujours
pas de test théorique nous permettant de vérier que nos aluls à impulsions transférées
non nulles se déroulent orretement.
Dans e but, j'ai dérivé à partir des expressions préédentes les égalités théoriques pour
des impulsions transférées non nulles.
82
Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD sur
réseau
a t 



























Fig. 4.24  R0(t,~0, 12,Λ
0, V 30 ) en fontion du temps. Les points bleus orrespondent à
l'utilisation de l'opérateur V 3,cons0 , ourant exatement onservé sur réseau, ave le t du
plateau assoié en tiret bleu. Les points rouges orrespondent à l'utilisation de l'opérateur
V 30 , ourant du ontinu, ave le t du plateau assoié en trait plein rouge.
En préambule, nous devons tout d'abord remarquer que le ourant implémenté dans
nos odes est exatement :
V˜ 3,consµ (z) =
1
2
(V 3,consµ (z) + V
3,cons
µ (z − µ)) (4.93)
Dans le as où l'impulsion transférée est nulle, e fait ne hange pas les remarques de
la partie préédente. Il faut remplaer V 3,consµ (tz) par sa moyenne sur tz et tz − 1, e qui
a été impliitement pris en ompte dans les onditions 0 < t1 < t2 < tf et 0 < t1 < tf < t2.









ei~q~z〈Pαf (xf )P¯αi(0)〉U (δ(0, z) − δ(xf , z))
(4.94)
Nous déduisons alors que :
C3pt(tz, ~q, tf , V
3,cons





3pt(tz, ~q, tf , V
3,cons
k ) + C
3pt(tz − 1, ~q, tf , V 3,consk )) (4.95)
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Comme à la setion préédente ette égalité est valide onguration par onguration
et je l'ai vériée à la préision numérique.
En remarque nale sur l'utilisation des identités de Ward dans nos aluls, il serait
instrutif de poursuivre en détail les informations et vériations que l'on pourrait tirer
des ourants axiaux qui ne sont que partiellement onservés.
4.9 Retour sur les exitations et le plateau des 3 points
Un des problèmes majeurs de nos aluls provient du fait qu'il est diile d'estimer
la ontribution des états exités dans l'extration de nos observables. Nous avons vu que
deux onditions sont néessaires pour s'assurer que leur ontribution soit faible.
Premièrement tf → ∞ : ei nous assure qu'au temps du puits seul l'état du nuléon
est présent. Le premier ritère est de le xer à un temps supérieur au début du plateau de
la fontion à 2 points. Puis pour vérier que le temps du puits est susamment grand, il
est alors néessaire d'eetuer diérentes simulations pour des temps du puits roissants.
Cette étude est en ours. Le prinipal problème renontré, observé sur les résultats prélim-
inaires sur l'ensemble C1, provient du fait que les erreurs statistiques augmentent lorsque
tf roît. Ainsi sur l'ensemble préédent, ave la même statistique, les erreurs augmentent
d'un fateur d'environ
√
2 entre des simulations à tf = 15 et tf = 16, e qui ne nous a
pas permis de onlure. Le oût en temps de alul est onsidérable pour faire apparaître
un éart signiatif entre les résultats aux temps du puits diérents. Le hoix a été fait de
prendre pour les diérentes simulations une distane physique entre la soure et le puits
d'environ 1 fm. Dans le futur, il onviendra d'augmenter ette distane lorsque les amélio-
rations algorithmiques apportant un gain onsidérable pour le oût de alul des inversions
de propagateurs de quarks auront été mises en plae dans les odes.
Deuxièmement tz, tf − tz → ∞ : de ette limite, et seulement de elle-i, dépend
diretement la forme du signal R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) en fontion de tz. L'importane des états
exités dépend fortement de l'opérateur étudié. En eet ette dépendane en fontion de
tz est entièrement déterminée par l'élément de matrie :
〈N,~0, s|
∫
ei~q~zJ (tz, z)d3~z|N ′,−~q, s′〉 = e−(EN′ (~q2)−MN )tz 〈N,~0, s|
∫
ei~q~zJ (0, ~z)d3~z|N ′,−~q, s′〉
(4.96)
Pour n'avoir auune dépendane de R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) en fontion de tz , il faut que
〈N,~0, s|
∫
ei~q~zJ (0, ~z)d3~z|N ′,−~q, s′〉 = 0 ∀N,N ′ \N 6= N ′ (4.97)
Cette ondition peut être remplie dans le as d'un ourant exatement onservé à impulsion
nulle, omme nous l'avons vu dans la setion 4.8.1. Les états du nuléon et ses exitations
84
Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD sur
réseau
sont alors des états propres de
∫
ei~q~zJ (0, ~z)d3~z. En eet, pour le ourant onservé :
Q3,cons(tz)|N ′,−~q, s′〉 = qN ′ |N ′,−~q, s′〉 (4.98)
et don
〈N,~0, s|Q3,cons(tz)|N ′,−~q, s′〉 = δ~0,~qδN,N ′δs,s′ (4.99)
Nous obtenons alors un plateau parfait. La gure 4.24 montre la diérene de plateau entre
le ourant vetoriel et le ourant loal renormalisé. Les valeurs pour tz ∈ [3−9] sont toutes
ompatibles entre les 2 ourants . Par ontre, pour les temps en dehors de ette fenêtre,
nous observons une déviation signiative entre les deux ourants. Cet eet ne peut être
dû qu'à un eet de disrétisation. Comme préédemment mentionné à le setion 4.1.1, es
eets sont ommunément assimilés aux exitations.
Dans le as d'une ontamination par de "vrais" exitations, l'eet sur le plateau dépend
alors de l'opérateur onsidéré, à savoir de la valeur des éléments de matrie de léquation
4.97. Ces éléments sont reliés aux fateurs de forme de transition.
An de vérier la ohérene des fenêtres de t utilisées, nous pouvons représenter les
résultats obtenus pour haque fateur de forme lorsque nous appliquons la méthode SVD
pour tous les points tz de R(tz, ~q, tf ,Λ,J ). Nous obtenons ainsi la véritable image des
plateaux obtenus après l'appliation omplète de notre haîne d'analyse. Les gures 4.25
et 4.26 montrent les diérents fateurs de forme, GE(Q
2)p−n, GM (Q2)p−n, GA(Q2) et
GP (Q
2) extraits en haque point tz du plateau hoisi pour diérentes impulsions. Nous
ontrlons ainsi que pour les impulsions exploitées, la ontamination par les exitations
relative à la limite tz, tf − tz →∞ sont faibles : nos données sont toutes ompatibles ave
un plateau pour nos fenêtres de t, nos barres d'erreurs statistiques ontraignant ette fois-
i fortement e omportement en omparaison ave la gure 4.21. La gure 4.27 présente
quant à elle le plateau obtenu pour gA pour l'ensemble D1.
J'ai expliqué dans e hapitre la méthode utilisé pour extraire les fateurs de forme,
ses prinipes, ses tests. Une attention partiulière a été portée sur le ontrle de l'analyse.
Le hapitre suivant sera onsaré aux résultats obtenus sur les ensembles de la ollaboration
et leur exploitation.
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Fig. 4.25  Résultats pour Gp−nE (gure du haut) et G
p−n
M (gure du bas) extraits à haque
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Fig. 4.26  Résultats pour GA (gure du haut) et GP (gure du bas) extraits à haque
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Fig. 4.27  Résultats du plateau pour gA et l'ensemble D1.
Chapitre 5
Résultats sur les fateurs de forme
Dans e hapitre nous présenterons les résultats obtenus ave les ongurations pro-
duites par la ollaboration ETMC et une disrétisation ave des fermions de masse twistée.
Nous ne présentons pas de omparaisons diretes ave les autres ollaborations mais nous
renvoyons à la revue [85℄ pour une desription onsieneuse des valeurs réentes obtenues
de diérents groupes, ainsi qu'aux résultats réents parus dans [86, 87, 88, 89℄.
5.1 Statistiques et aratéristiques des ensembles
Le tableau 5.1 présente le nombre de ongurations utilisées pour extraire les fateurs
de forme. La olonne nommée "#onf ave Λk" indique le nombre d'inversions des propa-
gateurs généralisés eetué pour haque projeteur Λk, k = 1..3. La statistique équivalente
en terme de ongurations est don environ le double du hire indiqué, sous les mises en
garde eetuées dans la setion 4.6.1.
Les hoix de es statistiques ont été guidés par la volonté d'obtenir pour tous les
ensembles des erreurs statistiques omparables pour les diérentes observables. Dans e
but il est néessaire d'avoir une statistique plus grande pour les volumes en unité réseau
les plus petits et les masses de pion les plus faibles. J'ai ontribué pour ma part à plus de la
moitié de la génération de es statistiques en terme de gestion et ontrle des simulations
pour les fontions à 3 points sur les fermes de alul et super-alulateurs.
Les onstantes de renormalisation utilisées se trouvent dans la table 5.2. Elles provien-
nent de la présentation lors d'une réunion de ollaboration eetuée par M. Constantinou
[90℄ pour les onstantes ZV et ZA. ZO44 et ZOi0
A
sont tirées quant à elles de la référene
[64℄.
5.2 Stratégie
Pour haque observable nous présenterons tout d'abord les résultats obtenus pour les
fateurs de forme Gp−n en fontion de Q2 physique en utilisant les valeurs des mailles xées
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Ensemble (L/a)3 × T/a β amπ mπL tf/a #onf ave Λ0 #onf ave Λk
B1 24
3 × 48 3.9 0.136 3.26 12 2034 1254
B2 0.169 4.05 555 555
B3 0.194 4.65 363 363
B4 0.210 5.04 477 477
B6 32
3 × 64 0.134 4.29 363 348
B7 0.117 3.74 633 405
C1 32
3 × 64 4.05 0.104 3.33 16 444 444
C2 0.143 4.58 321 321
C3 0.165 5.28 402 402
D1 48
3 × 96 4.2 0.074 3.55 18 243 243
D2 32
3 × 64 0.133 4.25 351 351
Tab. 5.1  Résumé des ensembles de ETMC utilisés. Sont donnés le volume du réseau
L3× T , les valeurs de l'inverse de la onstante de ouplage β, les masses de pion mesurées
en unité réseau et les valeurs de mπL équivalentes. La olonne atf indique le temps du
puits utilisé. La olonne nommée "#onf ave Λ0" présente le nombre d'inversions de
propagateurs généralisés eetué ave le projeteur Λ0. La olonne nommée "#onf ave
Λk" présente le nombre d'inversions de propagateurs généralisés eetués pour haque
projeteur Λk, k = 1..3.
dans le seteur du nuléon.
Les erreurs systématiques dues à l'inertitude sur la maille ne sont pas indiquées. Sur
les graphiques où gurent les fateurs de forme en fontion de Q2 à maille xée, nous
herherons à analyser la dépendane en fontion de la masse du pion des diérentes quan-
tités. Le hoix de l'éhelle de Q2 en GeV2 est guidé par la lisibilité des graphiques. Seule la
omparaison par rapport à l'expériene est à prendre ave préaution du fait qu'il existe
une inertitude sur la maille. La variation de la maille entraîne une dilatation de l'axe en
Q2. Il ne paraît don pas judiieux de faire gurer l'erreur sur la maille en indiquant des
barres d'erreurs horizontales ar elles-i sont omplètement orrélées entre tous les points.
β ZV ZA ZO44 ZOi0
A
3.9 0.635 0.757 1.038(10)(20) 1.153(6)(16)
4.05 0.666 0.775 1.097(5)(4) 1.159(7)(16)
4.2 0.689 0.788 1.114(11)(17) 1.159(9)(20)
Tab. 5.2  Constantes de renormalisation des diérents opérateurs dans le shéma MS(
à 2 GeV pour ZO44 et ZOi0
A
). Les erreurs dans les premières et seondes parenthèses sont
respetivement les erreurs statistiques et systématiques.
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Pour étudier les eets de disrétisation, nous disposons de 3 mailles : a ≈ 0.0885(40) fm
(β = 3.9), a ≈ 0.0699(30) fm (β = 4.05) et a ≈ 0.0556(40) fm (β = 4.2). Dans les analyses,
nous avons onservé l'éhelle xée par la maille. Nous aurions pu hoisir de représenter
les quantités en fontion du paramètre de Sommer, qui est déterminé ave une meilleure
préision. Une étude a été eetuée pour vérier que les onlusions générales étaient in-
hangées ave e hoix.
Les inertitudes sur la maille sont importantes pour eetuer les extrapolations à la masse
du pion physique. Pour les quantités dimensionnées, l'erreur sur la maille entraîne alors
une erreur systématique sur les deux axes des graphiques, aboutissant à une erreur diag-
onale. Pour les quantités adimensionnées seule l'éhelle de la masse du pion est modiée.
On onservera la tradition des diérentes ollaborations qui n'indiquent pas es erreurs sur
les graphiques de résultats en fontion de la masse du pion en unité physique. Lors de la
présentation des extrapolations hirales par les diérentes ollaborations, il faut alors être
attentif à la bonne prise en ompte de ette erreur systématique qui est généralement de
même ordre de grandeur que les barres d'erreurs statistiques ahées.
Comme nous le verrons dans la présentation des résultats, les eets de disrétisation sont
négligeables en omparaison de nos barres d'erreur. Nous n'eetuerons pas d'extrapola-
tion dans le ontinu.
Nous examinerons également pour haque observable la dépendane en volume. Les
eets de volume dépendent de mπL : ils sont d'autant plus faibles que la valeur de mπL
est grande. Pour les étudier, nous disposons de 2 ensembles : B1 ave mπL = 3.3 et B6
ave mπL = 4.3. L'ensemble B1 possède la plus faible valeur de mπL. Ainsi lorsqu'auune
dépendane signiative en volume ne sera observée entre es deux ensembles, nous pour-
rons onlure que les orretions en volume pour tous les autres ensembles ne sont pas
signiatives. Nous aurons alors une ontrle très fort de et eet.
Enn nous donnerons un point de vue qualitatif sur la limite vers la masse de pion
physique de nos résultats. Les diérents résultats expérimentaux utilisés dans es graphiques
se trouvent au hapitre 1.
J'ai eetué l'ensemble des analyses de données qui sont présentées dans la suite de e
hapitre. J'ai mis en plae un programme en C++ en mettant à prot les outils fournis
par ROOT [91℄. La lasse TTree de ROOT fournit en eet une méthode optimale an de
lire les données ave un aès de manière onditionnelle. Elle est don partiulièrement
adaptée au traitement de nos données volumineuses et à leur manipulation ontrlée. La
visualisation simple et instantanée des informations désirées, à n'importe quelle étape de
notre haîne d'analyse, en font un outil puissant grâe auquel l'ensemble des graphiques de
ette thèse ont été rées. Ces analyses ont également été eetuée par d'autres membres de
la ollaboration, nous permettant de vérier nos résultats. Mes résultats numériques sont
donnés dans l'annexe B.







Les résultats de Gp−nE (Q
2) pour les diérents ensembles sont représentés sur les graphes
5.1, 5.2. Ils dépendent faiblement de la masse du pion. Les ourbes en pointillés indiquent








pour une fenêtre de t Q2 ∈ [0, 1.2]GeV2 . J'ai vérié qu'un hoix d'une fenêtre de t
plus restreinte ne modie que très faiblement nos résultats au vue de nos barres d'erreurs
statistiques. Cette fenêtre n'est pas élargie par onsistene ave les résultats expérimentaux
qui montrent une déviation par rapport à la forme dipolaire pour des Q2 plus élevés. Les
données sont toutes ompatibles ave une forme dipolaire, les χ2/d.o.f étant dans tous
les as inférieurs à 1. A partir de es ts, nous avons déduit la valeur du rayon de harge





Les erreurs sur le rayon de harge sont déterminées par la méthode jakknife, en ttant
haque bin jakknife puis en alulant l'erreur moyenne à partir de la dispersion de es
résultats. Les données sont ompatibles ave la forme dipolaire à un seul paramètre, la
valeur de Gp−nE (Q
2 = 0) étant xée par la onservation de la harge. La dépendane
observée sur la gure du bas de 5.2 semble provenir d'un eet de volume, la dépendane
en la masse du pion étant négligeable sur les autres ensembles. Nous étudierons les eets
systématiques en détail dans la prohaine setion, sur le seul paramètre qui est le rayon de
harge életrique.
Les données aux diérentes mailles du réseau sont présentées sur les graphiques 5.3 et
5.4. Elles sont toutes ompatibles, auun eet de disrétisation signiatif n'étant mis en
évidene.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=433 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
Experiment 
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Fig. 5.1  Résultats de Gp−nE (Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4
sur la gure du haut, B6, et B7 sur la gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur
indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=404 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ






































=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ


























Fig. 5.2  Résultats de Gp−nE (Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3 sur la
gure du haut, D1 et D2 sur la gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent
les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=466 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ






























































=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ


































Fig. 5.3  Comparaison des résultats de Gp−nE (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 468 MeV (ensembles B4, C3 et D2) sur la gure du haut et ∼ 300
MeV (ensembles B1, C1) sur la gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent
les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.4  Comparaison des résultats de Gp−nE (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 261 MeV (ensembles B7 et D1). Les ourbes en pointillés de ouleur
indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Rayon de harge életrique
Nous avons représenté le rayon de harge életrique en fontion de la masse du pion
sur le graphique 5.5.
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=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β
 Exp. 
Fig. 5.5  Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge életrique au
arré 〈r2E〉p−n pour les diérents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par
l'étoile bleue.
Nous nous aperçevons qu'il y a un fort eet de volume entre les résultats de l'ensemble
B6 et l'ensemble B1 . Ce sont les seuls résultats disponibles pour étudier les eets de vol-
ume ni. Un travail a été eetué an d'essayer d'obtenir des résultats à la même masse de
pion et pour un volume plus petit de L ∼ 1.8 fm mais les erreurs sur les résultats étaient
trop grandes pour les exploiter.
Pour étudier et eet, on peut tenter de tter es eets de volume. J'ai testé un om-





qui est le omportement empirique vérié pour les eets de volume sur la masse du nuléon
[92℄. Cependant ette forme fontionnelle ne peut pas être utilisée pour nos données ar le
nombre de degré de liberté se trouve être nul. Nous ne pouvons pas orriger es eets de
volumes sans hypothèses supplémentaires e qui rend alors également impossible les tenta-
tives d'extrapolation hirale. Une onlusion onservative est de onstater que les eets de
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Fig. 5.6  Comparaison des résultats de Gp−nE (Q
2) en fontion de Q2 aux diérents volumes
L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes en pointillés de
ouleur indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La
ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=4.05  L=2.2 fm β
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 Exp. 
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Fig. 5.7  Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge életrique
au arré 〈r2E〉p−n pour les diérents ensembles. La ligne en pointillés marrons indique le
résultat d'un t des données à β = 3.9 et en inluant le pion physique prenant en ompte
la dépendane hirale et la dépendane en volume. Les ourbes pointillés nommées iso L
indiquent les projetions du résultat du t ombiné lorsque la masse du pion varie à volume
onstant donné en légende.
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volume sont grands pour le rayon de harge életrique et nous allons essayer de les estimer.
An d'extraire le maximum d'informations utiles pour de futures simulations, j'ai ef-
fetué une étude ave les hypothèses suivantes :
 Nous inluons le point physique dans le ts.
 Nous supposons que la dépendane en masse de pion est orretement dérite par le
omportement donné dans [93℄ :
〈r2E〉p−n =










 Nous supposons que la dépendane en volume est bien approximée par la formule 5.3.
J'ai eetué un t ombiné de nos données inluant la dépendane hirale 5.4 et la
dépendane en volume 5.3, voir gure 5.7. Le oeient B est égal à 24 ± 13 GeV. An
d'éviter tout problème de ompatibilité entre nos résultats à maille diérente, j'ai restreint
les données ttées à l'ensemble β = 3.9. Les autres données sont indiquées pour vérier
la ohérene des résultats. A e titre j'ai également indiqué les résultats obtenus par la
ollaboration LHPC [88℄. J'ai enn représenté par les lignes en pointillés et nommées iso L,
les projetions du résultat du t ombiné lorsque la masse du pion varie à volume onstant,
pratique ourante des aluls de QCD sur réseau. La ligne en pointillés marrons indique la
valeur obtenue en volume inni, la zone grisée orrespondant à son inertitude à 95 % de
niveau de onane.
Le χ2/d.o.f du t ombiné est de 0.48 montrant que nos données sont bien ompatibles
ave les hypothèses du modèle. Les résultats du t sont de plus ompatibles ave les autres
ensembles mais également ave les données de LHPC. On remarque qu'à la masse du pion
de 300 MeV les orretions de volumes pour notre volume de 2.8 fm semblent faibles, d'env-
iron 7%. Par ontre pour le volume de 2.1fm les orretions prédites sont d'environ 27%, et
pour la masse du pion de 260 MeV au volume de 2.8 fm d'environ 15%. La onlusion d'un
tel graphique est que les eets de volume aetent fortement le omportement du rayon
de harge életrique. Si es eets ne sont pas pris en ompte, les extrapolations hirales
appliquées à nos résultats sont biaisées.
Sous les hypothèses préédentes, e graphique permet d'estimer le volume minimal
néessaire à une masse de pion hoisie pour que les eets de volume soient négligeables, e
qui est ruial pour les futurs aluls sur réseau de et observable. Par exemple, pour une
masse de pion de 200 MeV, un volume de 5 fm est néessaire et pour un pion à la masse
physique, un volume de 6 fm semble judiieux. Étant donné qu'en tmQCD sur réseau, de
telles masses de pion ne sont aessibles qu'ave des mailles inférieures à 0.05 fm, il nous
faut envisager des simulations ave des volumes (L/a)3 × T/a = 1283 × 256.
Il est lair qu'il faudrait plus de volumes pour avoir des onlusions dénitives.
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β ZV de [63℄ ZV (M1) ZV (M2)
3.90 0.6103 ± 0.0003 0.6096 ± 0.0022 0.6078 ± 0.0008
4.05 0.6451 ± 0.0003 0.6487 ± 0.009 0.6445 ± 0.0015
4.2 0.6697 ± 0.0027 0.6730 ± 0.0002
Tab. 5.3  Valeurs de ZV tiré de la référene [63℄ et déterminé dans le seteur du nuléon
à partir des méthodes (M1) et (M2).
5.3.2 ZV
Comme nous l'avons mentionné à la setion 4.7, nous pouvons extraire la onstante de
renormalisation du ourant vetoriel ZV de nos aluls. En eet :





La onstante de renormalisation vetorielle peut être obtenue de l'équation 5.5 si nous
imposons la normalisation du fateur de forme életrique à Q2 = 0, i.e. Gp−nE (Q
2 = 0) = 1.
Nous appellerons ette première méthode (M1). Les résultats sont reportés dans la gure
5.8 et omparé ave les résultats dans la limite hirale obtenus dans le seteur des mésons
en utilisant l'identité de Ward [63℄. On se référera également à la détermination de ZV à
partir des fontions à 3 points des mésons [94℄. Dans e seteur, ZV dépend linéairement
en la masse des quarks, pur eet de disrétisation. Nous avons don également extrapolé
à masse de quark nul nos résultats pour β = 3.9 et β = 4.05 ave une fontion linéaire en
la masse des quarks, les résultats nals se trouvant dans la table 5.3. Dans notre as, ette
dépendane linéaire n'est pas mise en évidene, les résultats étant également ompatible
ave une onstante. A β = 4.2, en raison du nombre de degré de liberté restreint, nous
avons ajusté nos points par une onstante.
Les erreurs relatives statistiques nales sur la détermination de ZV sont omprises entre
0.3÷ 1.4%.
Une autre méthode, nommée (M2), permet de gagner un fateur ∼ 3 ÷ 5 sur nos
erreurs. Nous pouvons utiliser le fait que le ourant exatement onservé V 3,consµ n'a pas
besoin d'être renormalisé et obtenir ZV du rapport :
Π(~q,Λ0, V 3,consµ )
Π(~q,Λ0, V 3µ )
= ZV (Q
2) (5.6)
à Q2 = 0. Les erreurs relatives statistiques nales sur la détermination de ZV sont alors
omprises entre 0.13 ÷ 0.23%. Cette diérene provient du alul de nos erreurs statis-
tiques : nous les alulons par la méthode jakknife en divisant haque bin jakknife de
Π(~q,Λ0, V 3,consµ ) par eux de Π(~q,Λ0, V 3µ ). Les deux quantités étant extrêmement orrélées
nous avons alors un gain substantiel dans les erreurs. Les résultats sont données dans la
table 5.3 et peuvent être visualisés sur la gure 5.8. La gure 5.9 montre qu'il n'y a pas de
dépendane linéaire signiative en la masse des quarks pour les simulations à β = 3.9.
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=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β
From meson sector
Result of extrapolation 
qµa 










=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β
Meson sector
Result of extrapolation 
Fig. 5.8  Constantes de renormalisation vetorielles obtenues aux diérentes valeurs de la
masse nue des quarks en unités réseau. Les lignes pointillées sont les ajustements linéaires
(β = 3.9, 4.05) et onstant (β = 4.2) des points et les étoiles bleues désignent les valeurs
orrespondantes au point hiral. Les étoiles jaunes sont les résultats obtenus dans le seteur
des mésons [63℄. Dans la gure du haut ZV , est déduit de la formule 5.5 (méthode (M1)),
dans la gure du bas par la formule 5.6 (méthode (M2)).
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qµa 













=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
Meson sector
Result of extrapolation 
Fig. 5.9  Constante de renormalisation vetorielle à β = 3.9 obtenue aux diérentes
valeurs de la masse nue des quarks en unité réseau déduite de la formule 5.6. La ligne
en pointillés est l'ajustement linéaire des points et l' étoile bleue désigne la valeur orre-
spondante au point hiral. L'étoile jaune est le résultat obtenu dans le seteur des mésons
[63℄.
A β = 4.05, nos résultats sont ompatibles à 1σ ave la détermination dans le seteur
des mésons. A β = 3.9, nos résultats ne sont ompatibles qu'à 2.3σ ave la détermination
dans le seteur des mésons. Cet éart est dû aux diérents artefats de disrétisation dans
la détermination de ZV .
Les gures 5.10, 5.11 et 5.12 représentent ZV (Q
2) déterminé pour Q2 6= 0 à partir
de l'équation 5.6 pour les diérents ensembles. Les données sont bien ajustées par une
dépendane linéaire en fontion de Q2 pour les impulsions Q2 . 1 GeV2. Celle-i ne peut
provenir que d'un pur eet de disrétisation et on observe que la pente est plus élevée
pour les petites masses de pion. Les gures 5.13 et 5.14 montrent les omparaisons à dif-
férentes mailles de ette dépendane. A la masse de pion ∼ 468 MeV, on observe une nette
diminution de la pente lorsque la maille diminue, e qui onrme que la dépendane en
Q2 de ZV est un eet de disrétisation. Aux masses de pion . 300 MeV, ette atténuation
n'est pas visible, la pente des droites étant similaires aux diérentes mailles mais il faut
remarquer que dans e as le produit mπL (∼ 3 ÷ 3.5) est peut-être trop faible pour que
la omparaison soit signiative.
L'étude en fontion de Q2 de ZV nous renseigne sur les valeurs du rayon de harge
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életrique que nous pourrions déterminer à partir de Π(~q,Λ0, V 3µ ) et ZV (Q
2 = 0). ZV (Q
2)
présentant un omportement roissant en fontion de Q2, la valeur de e rayon de harge
est alors supérieure aux valeurs déduites à partir du ourant onservé, éart à attribuer
aux eets de disrétisation. Pour étudier la limite du ontinu nous possédons alors des
degrés de liberté supplémentaires qui, à l'heure atuelle, nous font défaut pour eetuer
des extrapolations linéaires à la limite du ontinu. Le potentiel de telles extrapolations est
enore à l'étude.
Enn, ette étude met en lumière la néessité d'eetuer l'extrapolation dans le on-
tinu de GE(Q
2)p−n à haque Q2. Sans ela, les onlusions physiques sont biaisés par les
artefats de disrétisation.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=433 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
Fig. 5.10  Constante de renormalisation vetorielle obtenue aux diérentes valeurs de Q2
en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenêtre
[0− 1]GeV. La gure présente les ensemble B1, B3 et B4.
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
=298 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
VZ VZ
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=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=404 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ










Fig. 5.11  Constante de renormalisation vetorielle obtenue aux diérentes valeurs de Q2
en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenêtre
[0− 1]GeV. La gure du haut présente les ensembles B7 et B6, elle du bas les ensembles
C1, C2 et C3.
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=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ














Fig. 5.12  Constante de renormalisation vetorielle obtenue aux diérentes valeurs de Q2
en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenêtre
[0− 1]GeV. La gure présente les ensembles D1 et D2.
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=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=466 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ






















Fig. 5.13  Comparaison des résultats de ZV (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 468 MeV. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats
du t par une fontion linéaire.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ


































=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ


























Fig. 5.14  Comparaison des résultats de ZV (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 300 MeV sur la gure du haut et ∼ 261 MeV sur la gure du bas.
Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats du t par une fontion linéaire.





Les graphiques 5.15 et 5.16 présentent Gp−nM (Q
2) pour les diérents ensembles . Ce
fateur de forme dépend nettement de la masse du pion. Les ourbes en pointillés indiquent








pour une fenêtre de t Q2 ∈ [0, 1.2] GeV2. Cette fenêtre nous permet d'avoir pour tous
les ensembles au minimum quatre points à ajuster pour deux paramètres libres dans le t.
Cette fenêtre n'est pas élargie pour les mêmes raisons que pour GE(Q
2)p−n. Les données
sont toutes ompatibles ave une forme dipolaire, les χ2/d.o.f étant dans tous les as
inférieurs à 1. A partir de es ts, on déduit la valeur du rayon de harge magnétique au





ainsi que la valeur de µp−n. La omparaison des données aux diérentes mailles du réseau
gure sur les graphiques 5.17, 5.18 ne montre auun eet de disrétisation signiatif. La
onfrontation des données aux diérents volumes est montrée sur le graphique 5.19 et ne
révèle auun eet de volume signiatif.
Rayon de harge magnétique
Nous avons représenté le rayon de harge magnétique en fontion de la masse du pion
sur le graphique 5.20. Les points à la masse de pion de 300 MeV semblent indiquer un
omportement en diretion du point physique. Les résultats obtenus à la masse de pion de
260 MeV, indiquent quant à eux un omportement plat en fontion de la masse du pion
qui nous onduirait à une valeur 2 fois plus faible que la valeur expérimentale. Cependant
on sait que la variation de 〈r2M 〉 est rapide lorsqu'on approhe la masse du pion physique
[95℄ e qui peut expliquer le désaord apparent.
Moment magnétique
Nous montrons les valeurs du moment magnétique en fontion de la masse du pion
sur le graphique 5.21. Cette observable soure de larges erreurs statistiques dues à la
néessité d'extrapoler la valeur de GM (0) à partir des données pour Q
2 6= 0 . Les résultats
sont raisonnablement dérits par une fontion onstante et nous obtenons une valeur de
µp−n
µN
= 4.02 ± 0.09 au point physique. Ce résultat est inférieur à la valeur expérimentale
d'un fateur 0.85 qui peut très bien s'expliquer par l'extrapolation hirale, [96℄.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=433 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
Experiment 
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ










Fig. 5.15  Résultats de Gp−nM (Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4
sur la gure du haut, B6, et B7 sur la gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur
indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=404 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ







































=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ


























Fig. 5.16  Résultats de Gp−nM (Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3
sur la gure du haut, D1 et D2 sur la gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur
indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=466 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ































































=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ


































Fig. 5.17  Comparaison des résultats de Gp−nM (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes
mailles à la masse du pion ∼ 468 MeV sur la gure du haut et ∼ 300 MeV sur la gure
du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats du t par une forme
dipolaire des diérents ensembles. La ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale
des référenes données au hapitre 1.
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ


















































Fig. 5.18  Comparaison des résultats de Gp−nM (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes
mailles à la masse du pion ∼ 261 MeV. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les
résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ


























































Fig. 5.19  Comparaison des résultats de Gp−nM (Q
2) en fontion de Q2 aux diérents
volumes L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes en
pointillés de ouleur indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents
ensembles. La ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données
au hapitre 1.
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=3.90 L=2.1 fm β
=3.90 L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm  β
Exp. 
Fig. 5.20  Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge magnétique
au arré 〈r2M 〉p−n pour les diérents ensembles. La valeur expérimentale est représentée
par l'étoile bleue.
  (GeV)pim

















=3.90  L=2.1 fm   β
=3.90  L=2.8 fm  β
=4.05  L=2.2 fm   β
=4.20  L=2.7 fm  β
Exp.
Fit result
Fig. 5.21  Dépendane en fontion de la masse du pion du moment magnétique
µp−n
µN
pour les diérents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, le
résultat du t par une onstante est donné par l'étoile noire.




Les résultats de GA(Q
2), renormalisé ave ZA, sont représentés sur les graphes 5.22 et
5.23. Les erreurs systématiques de ZA ne seront inlues que pour l'étude de gA.Les ourbes









pour une fenêtre de t Q2 ∈ [0, 1] GeV2. L'absene de données expérimentales pour Q2 > 1
GeV
2
nous restreint à ette fenêtre an de rester onsistant pour la omparaison ave
l'expériene. Les données sont toutes ompatibles ave une forme dipolaire, les χ2/d.o.f
étant dans tous les as inférieurs à 1. A partir de es ts, on déduit la valeur du rayon de





Nous nous aperevons que les données pour Q2 > 1 GeV2 semblent dévier par rapport
à la forme dipolaire représentée et montrent une déroissane plus prononée.
Les omparaisons des données aux diérentes mailles du réseau gurent sur les graphiques
5.24 et 5.25. La omparaison des données aux diérents volumes du réseau est montrée sur
le graphique 5.26. Auun eet de volume signiatif n'est mis en évidene.
Auun eet de disrétisation n'est mis en évidene. La situation est don analogue à
e qu'on a observé pour le ourant vetoriel. Dans e dernier as nous avons pu ependant
mettre en évidene un eet de disrétisation qui onduit à une dépendane en Q2 de ZV .
Nous pouvons soupçonner un eet similaire pour ZA, e qui peut biaiser la variation en
Q2 de GA(Q
2) mais pour quantier et eet il faudrait une étude spéique qui va au-delà
de ette thèse.
114 Chapitre 5. Résultats sur les fateurs de forme
]2 [GeV2Q











=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=433 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
Experiment 
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
=298 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
Experiment 
AG AG
Fig. 5.22  Résultats de GA(Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4 sur la
gure du haut, B6, et B7 sur la gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent
les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=404 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=466 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
Experiment 
AG AG AG AG
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=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ
=471 MeV pi=4.20  L=1.8 fm   mβ
Experiment 
AG AG AG AG AG AG
Fig. 5.23  Résultats de GA(Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3 sur la
gure du haut, D1 et D2 sur la gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent
les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=466 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=471 MeV pi=4.20  L=1.8 fm   mβ
Experiment 
AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
Experiment 
AG AG AG AG AG AG AG AG
Fig. 5.24  Comparaison des résultats de GA(Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 468 MeV sur la gure du haut et ∼ 300 MeV sur la gure du bas. Les
ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des
diérents ensembles. La ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes
données au hapitre 1.
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ
Experiment 
AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG
Fig. 5.25  Comparaison des résultats de GA(Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 261 MeV. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats
du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La ourbe en pointillés noirs est la
valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=298 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
Experiment 
AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG AG
Fig. 5.26  Comparaison des résultats de GA(Q
2) en fontion de Q2 aux diérents volumes
L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes en pointillés de
ouleur indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La
ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Rayon de harge axiale et gA
Le graphique 5.27 montre le rayon de harge axiale en fontion de la masse du pion.
Le omportement en fontion de la masse du pion est ompatible ave une onstante qui
nous onduirait à une valeur environ 2.2 fois plus faible que la valeur expérimentale.
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=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β
Exp. 
Fig. 5.27  Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge axial au arré
〈r2A〉 pour les diérents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile
bleue.
Seules les données pour les ensembles B1 et C1 (mπ ∼ 300MeV) ne sont pas ompatibles
entre elles à 1σ. En prenant en ompte l'erreur sur la maille, les valeurs sont respetivement
de 0.155±0.028 et de 0.242±0.042. Ces valeurs sont ompatibles à 1.25 σ, l'éart est don
pour l'instant attribué à une utuation statistique.
La gure 5.28 présente les résultats sur le ouplage axial en fontion de la masse du pion
en prenant en ompte les inertitudes sur la onstante de renormalisation. L'ensemble des
données est ompatible ave une onstante égale à 1.149± 0.011, soit un éart de 10% par
rapport à la valeur expérimentale. En e qui onerne la omparaison ave l'expériene,
es résultats sont omparables à eux que nous avons obtenu pour le fateur de forme
magnétique et il est aussi plausible que la variation de es quantités lorsque mπ approhe
sa valeur physique puisse expliquer e désaord, [97℄.
Notons que de forts eets de volume ni, évoqués dans [89℄, semblent exlus par nos
données, au moins dans notre domaine de volume et de masse de pion.
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=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β
Exp.
Fit result
Fig. 5.28  Dépendane en fontion de la masse du pion du ouplage axial gA pour les
diérents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, le résultat
du t par une onstante est donné par l'étoile noire.
5.4.2 GP (Q
2)
Les résultats de GP (Q
2) pour les diérents ensembles sont représentés sur les graphes
5.29 et 5.31, les valeurs expérimentales étant tirées de la référene [21℄.
Le fateur de forme pseudo-salaire induit GP (Q
2) présente une dépendane en Q2
bien plus prononée que les autres fateurs de forme e qui est du à la présene du ple
de pion qui domine e fateur de forme aux petites valeurs de Q2. A ause de e ple une
omparaison naïve ave les valeurs expérimentales n'a pas de sens.
Nous n'observons auun eet de disrétisation pour les masses de pion ∼ 468 MeV et
∼ 300 MeV, voir gure 5.33. Nous observons un léger éart pour la valeur minimale en Q2
à la masse de pion de ∼ 261 MeV dans la gure 5.34. Les données restent ompatibles à 1.8
σ, e qui ne onstitue pas une laire évidene d'un eet de disrétisation seulement visible
à des masses de pion assez faibles. Une mise en évidene univoque de et eet néessiterait
plus de statistiques sur es ensembles.
Auun eet de volume signiatif ne peut être mis en évidene, voir gure 5.32.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=433 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
Experiment 
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
=298 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
Experiment 
PG PG
Fig. 5.29  Résultats de GP (Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4
sur la gure du haut, B6, et B7 sur la gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeurs
expérimentales [21℄.
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=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=404 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=466 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
Experiment 
PG PG PG PG
Fig. 5.30 
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=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ
=471 MeV pi=4.20  L=1.8 fm   mβ
Experiment 
PG PG PG PG PG PG
Fig. 5.31  Résultats de GP (Q
2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3
sur la gure du haut, D1 et D2 sur la gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeurs
expérimentales [21℄.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=298 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
Experiment 
PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG
Fig. 5.32  Comparaison des résultats de GP (Q
2) en fontion de Q2 aux diérents volumes
L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes en pointillés de
ouleur indiquent les résultats du t par une forme dipolaire des diérents ensembles. La
ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=466 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=471 MeV pi=4.20  L=1.8 fm   mβ
Experiment 
PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
Experiment 
PG PG PG PG PG PG PG PG
Fig. 5.33  Comparaison des résultats de GP (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 468 MeV sur la gure du haut et ∼ 300 MeV sur la gure du bas.
]2 [GeV2Q










=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ
=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ
Experiment 
PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG PG
Fig. 5.34  Comparaison des résultats de GP (Q
2) en fontion de Q2 aux diérentes mailles
à la masse du pion ∼ 261 MeV.
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Test de la relation de Goldberger-Treimann
Pour tester quantitativement nos résultats pour le ourant axial et en partiulier GP ,
il est judiieux de onsidérer une quantité dont le ple de pion a été soustrait. Nous
hoisissons le rapport dont la symétrie hirale prédit qu'il est égal à 1 dans un domaine de








L'avantage de ette relation est qu'elle ne fait intervenir auune onstante de renor-
malisation ni valeur de notre maille. Nous la testons dans les gures 5.35 et 5.36 pour
les diérents ensembles, en prenant les valeurs déterminées sur réseau pour les masses de
nuléon et de pion.
Nous observons eetivement une fenêtre en Q2 où le rapport est onstant, e qui est
satisfaisant. Par ontre la valeur dévie de 30÷ 40% de la valeur prédite.
Les résultats obtenus ave des fermions de Wilson montrent une déviation similaire
[85℄, e qui n'est pas observé ave des fermions de type hybrid [98℄. Les eets de volumes
invoqués dans [85℄, ne sont pas visibles pour nos données omme l'illustre la gure 5.38,
laissant ette question ouverte.
Les eets de disrétisation de GP (Q
2) étant diile à appréier sur la gure 5.34, nous
les faisons ressortir en présentant αPPD à diérentes mailles pour mπ = 261 MeV sur la
gure 5.37. Bien qu'il soit prématuré de onlure ar nous n'avons que deux valeurs de a,
nous observons néanmoins que le plateau se rapprohe de 1 lorsque a diminue.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=433 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
=468 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ
Experiment 
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ






























Fig. 5.35  Résultats de αPPD = 1 en fontion de Q
2
pour les ensembles B1, B3 et B4
sur la gure du haut, B6, et B7 sur la gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeurs
expérimentales.
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=293 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
=404 MeV pi=4.05  L=2.2 fm   mβ
































































































=263 MeV pi=4.20  L=2.7 fm   mβ






















































































Fig. 5.36  Résultats de αPPD = 1 en fontion de Q
2
pour les ensembles C1, C2 et C3
sur la gure du haut, D1 et D2 sur la gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeurs
expérimentales.
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=260 MeV pi=3.90  L=2.8 fm   mβ










































































































































































Fig. 5.37  Comparaison des résultats de αPPD = 1 en fontion de Q
2
aux diérentes
mailles à la masse du pion ∼ 261 MeV.
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=304 MeV pi=3.90  L=2.1 fm   mβ






































































































































































































Fig. 5.38  Comparaison des résultats de αPPD = 1 en fontion de Q
2
aux diérents
volumes L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV.
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5.5 Moments des fontions de struture
5.5.1 〈x〉u−d
Pour l'étude de 〈x〉u−d, les plateaux de t ont été diminué par rapport au fateur
de forme. Nous avons hoisi les valeurs se trouvant dans la table 5.4. En eet, bien que
faible, une légère déviation a été observé entre es plateaux et les plateaux utilisés pour
les fateurs de forme. On observe eetivement sur la gure 5.39 que les données au temps
ourt peuvent dévier signiativement par rapport aux valeurs se situant au milieu du
plateau.
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Fig. 5.39  Illustration de 〈x〉bareu−d en fontion du temps d'insertion de l'opérateur pour
l'ensemble C2, β = 4.05 µ = 0.006 L = 32.
Le graphique 5.40 présente les résultats pour la fration d'impulsion portée par les
quarks 〈x〉u−d en fontion de la masse du pion dans le shéma MS à une éhelle de µ = 2
GeV. Cette quantité a été renormalisée, la onstante de renormalisation ZO44 utilisée a été
dérite à la setion 5.1. Les erreurs présentées sur le graphique tiennent ompte de l'erreur
sur ette onstante.
Les données sont ompatibles ave une onstante de 0.263 ± 0.006 alors que la valeur
expérimentale est de 0.154 [31℄. Ce désaord est également observé par les autres ollab-
orations, [85℄. Les eets de disrétisation ne sont pas visibles dans les barres d'erreur. Les
eets de volume ni non plus mais il faut noter que suivant [99℄, ils ne se manifestent qu'à
des valeurs de la masse de pion en dessous de notre domaine.
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Tab. 5.4  Fenêtres de t utilisés pour l'extration des moments des fontions de struture.
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=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β
Exp.
Fit result
Fig. 5.40  Dépendane en fontion de la masse du pion de 〈x〉u−d pour les diérents
ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, le résultat du t par
une onstante est donné par l'étoile noire.
5.5.2 〈x〉∆u−∆d
Pour l'étude de la fration d'héliité 〈x〉∆u−∆d, j'ai onservé les fenêtres de t de la table
5.4. La gure 5.41 présente la dépendane en fontion de la masse du pion de 〈x〉∆u−∆d
renormalisé, la onstante de renormalisation ZO5i étant dónnée à la setion 5.1. L'erreur
sur ette onstante a été pris en ompte pour le graphique 5.41.
Auun eets de volume ni de disrétisation ne sont apparents dans nos données. Nous
observons que ette observable déroît faiblement lorsque mπ diminue. Un t linéaire en
m2π fournit un résultat de 0.285 ± 0.012 à la masse de pion physique, valeur qui s'éarte
de 40% par rapport à la donnée expérimentale, mais on peut faire les mêmes remarques
onçernant la orrélation entre les eets de volume ni et l'extrapolation hirale.
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=3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β
Exp.
Fit result
Fig. 5.41  Dépendane en fontion de la masse du pion de 〈x〉u−d pour les diérents
ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, le résultat du t par
une fontion linéaire en m2π est donné par l'étoile noire.
Chapitre 6
Conlusion
La théorie QCD ore à l'heure atuelle une large ompréhension des phénomènes
hadroniques aux hautes énergies. Cette ompréhension est possible grâe à la liberté asymp-
totique qui permet l'utilisation de la théorie des perturbations. Elle est la andidate priv-
ilégiée de la théorie des interations fortes. Pour être validée, elle doit également fournir
la desription des observables de basse énergie des hadrons. Dans ette région d'énergie,
l'intensité de sa onstante de ouplage est tellement forte que les théories des perturba-
tions ne sont pas appliables. Une solution non-perturbative de la théorie est possible en
utilisant une formulation en terme d'intégrale fontionnelle. L'évaluation de ette intégrale
fontionnelle passe alors par une régularisation sur un réseau an d'aéder aux grandeurs
non-perturbatives.
La QCD sur réseau présente à l'heure atuelle des suès impressionnants pour la spe-
trosopie des hadrons [100, 70℄. Les aluls sur réseau sont alors en omplet aord ave
l'expériene. L'étude de la struture interne des hadrons en QCD sur réseau est une tâhe
beauoup plus ardue. Elle teste la dynamique des omposants des partiules et herhe à
extraire des informations plus omplexes. Le but de e travail de thèse a été l'étude de la
struture en quarks du nuléon dans le adre de la ollaboration ETM (European Twisted
Mass). Au ours de e travail, j'ai partiipé ativement à l'élaboration d'un ode pour la
génération des soures des propagateurs généralisés ainsi qu'un ode de ontration, en
mettant notamment en plae des vériations drastiques de nos implémentations. J'ai eu
en harge la majorité de la prodution des aluls des fontions à 3 points. J'ai eetué
l'intégralité de l'analyse présentée dans e manusrit en aordant un soin onstant à justi-
er les multiples hoix eetuées omme par exemple les projeteurs et fenêtres de t de la
fontion à 3 points et les fenêtres de t pour les rayons de harge. De manière volontaire,
j'ai exploité nos données an d'étudier des quantités souvent mises à l'éart. Les évolutions
de Z2 et ZV en fontion de l'impulsion en sont des exemples séletionnés. L'ensemble de
es travaux a abouti aux résultats sur les fateurs de formes du nuléon et sur le premier
moment des fontions de distribution de partons, qui ont été présentés à plusieurs on-
férenes [101, 102, 103℄.
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Ces observables onstituent une problématique atuelle. La struture életromagné-
tique du nuléon demeure un domaine pontué de rebondissement. Eet de double-photon
éhangé lors de la diusion élastique életron-proton et désaord sur la valeur du rayon de
harge életrique en sont l'illustration. Les mesures expérimentales de la struture axiale
du nuléon restent quant à elles peu nombreuses et limitées à un domaine restreint d'im-
pulsion. Les fontions de distribution de partons sont utilisées par une large ommunauté
d'expérimentateurs et théoriiens pour le alul des setions eaes dans les grands ol-
lisionneurs hadroniques. Le alul de leurs moments en QCD sur réseau est le seul moyen
pour aéder à leur valeur de manière purement théorique.
Les fermions de masse twistée onstituent une manière de disrétiser la théorie sur un
réseau. Ils ont l'avantage d'être améliorés automatiquement en O(a) lorsqu'ils sont ajustés
à maximal twist. La ollaboration ETM s'est employée à produire des ongurations ave
des quarks twistés dynamiques pour une gamme variée de paramètres aboutissant à 20
ensembles diérents [71℄. A l'heure atuelle, es ensembles sont eux qui permettent de
maîtriser au mieux les erreurs systématiques des aluls de QCD sur réseau, tant en eet
de volume que de disrétisation. Ils fournissent un ontexte idéal pour le alul d'une var-
iété d'observables an de tester ave préision la QCD à basse énergie.
A e titre, les quantités relatives à la struture du nuléon onstituent un terrain priv-
ilégié. Les éarts par rapport aux valeurs expérimentales des données de QCD sur réseau
reste un problème ouvert auquel nous apportons de nombreux indies pour le résoudre.
Le rayon de harge életrique isovetoriel qui, pour de faibles volumes, dévie d'un fa-
teur deux par rapport à l'expériene, s'explique par des eets de volume ni. En exploitant
les deux volumes disponibles à la faible masse de pion d' ∼ 300 MeV, les données devi-
ennent ohérentes ave le point expérimental. De prime importane, j'ai ainsi fourni un
omportement indiatif pour les hoix stratégiques des volumes du réseau à onsidérer
pour les futures simulations.
Grâe à l'étude de la onstante de renormalisation vetorielle, j'ai fait apparaître une dépen-
dane en fontion de Q2 des eets de disrétisation relative au fateur de forme életrique.
Bien que es eets de disrétisation ne puissent pas être mis en évidene de manière direte
dans notre étude des diérents rayons de harge, et eet nous prouve que l'étude détaillée
des fateurs de forme életriques ave une grande statistique (erreur relative inférieure à
2%) et notamment à grande impulsion néessite une extrapolation dans le ontinu à ef-
fetuer à haque impulsion. De plus, la détermination de ZV obtenue dans le seteur du
nuléon ave une préision remarquable fournit une évaluation alternative de ette on-
stante obtenue jusqu'alors dans le seteur des mésons.
Les autres quantités, rayon de harge magnétique isovetoriel, µp−n, rayon de harge
axiale, gA et 〈x〉u−d présentent un omportement en fontion de la masse du pion à élu-
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ider. En eet, les données sont toutes ompatibles ave une fontion onstante en la masse
du pion. Pour gA et µ
p−n
nos résultats dévient faiblement par rapport à l'expériene. Par
ontre pour les rayons de harge magnétique et axiale et 〈x〉u−d nous onstatons un éart
onsidérable par rapport au point expérimental. Nos données ne montrent auun eet de
disrétisation ni de volume signiatif e qui onstitue la première étude aussi exhaustive
dans e domaine.
Pour les paramètres où la omparaison est possible, les résultats sur les fateurs de forme
des autres ollaborations sont très similaires aux ntres. Nous renvoyons à la revue [85℄
pour une desription onsieneuse des valeurs réentes obtenues de diérents groupes,
ainsi qu'aux résultats réents parus dans [86, 87, 88, 89℄. Nous mentionnerons le as parti-
ulier de gA, dont les eets de volume sont invoqués an d'expliquer l'éart par rapport à
l'expériene, tendane qui n'est pas détetée sur nos données. Les omportements prédits
par les extrapolations hirales prévoient une forte dépendane de es observables à faible
masse de pion. A l'heure atuelle auune évidene de ette ourbure n'a été détetée sur nos
données, e qui indique que les masses de pion aessibles ne sont pas enore susamment
faibles pour pouvoir appliquer es préditions à nos résultats.
Seule la ontamination par les états exités ne peut pas être lairement éartée. Pour
les observables à impulsion transférée nulle, gA et 〈x〉u−d, la qualité de nos plateaux est un
gage de onane pour négliger et eet. A impulsion transférée non-nulle, la onstrution
du ratio des fontions à 2 et 3 points ne nous permet pas d'être aussi armatif.
Les voies privilégiées pour résoudre es diérentes questions passent, d'une part par
l'étude ave des temps du puits plus grands, d'autre part par la génération de simulations
à plus faibles masses de pion.
Les résultats de e manusrit seront présentés sous peu dans trois papiers en ours
d'ériture. La prohaine étape sera ensuite l'analyse des orrélateurs disponibles pour ex-
traire les éléments de matrie relatifs aux fateurs de forme généralisés. Enn ette étude
eetuée ave deux masses de quarks twistées et dégénérées (Nf = 2) servira de référene
pour les simulations en ours de l'ETMC ave deux quarks légers dégénérées et les quarks
étrange et harmé (Nf = 2 + 1 + 1).
Une amélioration signiative des erreurs statistiques devra être apportée. Cette possi-
bilité est aujourd'hui aessible grâe aux améliorations algorithmiques onsidérables ap-
portées au alul des propagateurs de quarks [104, 105℄. Permettant des simulations immi-
nentes à plus faibles masses de pion, les propagateurs généralisés pourront alors s'obtenir
massivement, ouvrant la voie à des études plus poussées. Les méthodes de onditions aux
bords twistées permettront alors l'étude aux faibles impulsions transférées [106℄. Les fa-
teurs de forme à grandes impulsions transférées déouleront de l'emploi de diérents hamps
sméarés, les études atuelles de ette tehnique étant enourageantes [107℄. Enn, pour un
faible oût omputationnel, il serait intéressant d'eetuer une étude de faisabilité de la
transposition du alul de la pente d'Isgur-Wise [108℄ pour le alul des rayons de harge.
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L'étude de la setion 4.4.2 s'avérera alors primordiale pour prendre en ompte l'inuene
du smearing sur les orrélateurs.
L'une des prinipales fores de QCD sur réseau réside dans sa apaité à progresser
ontinuellement. A partir d'un nombre minimal de paramètres, elle nous dévoile au l du
temps la struture d'un système omplexe onstituant 99.9% de la matière atuellement
onnue, le nuléon. Pour es raisons, son avenir apparaît orissant.
Annexe A
Conventions
A.1 Matries de Dira







Les matries 2× 2 eµ utilisées sont :
e0 = −1, ek = −iσk, (A.1)

















De plus nous dénissons :











5 = 1, (A.2)




[γµ, γν ], σµν = σ
†
µν , (A.3)












où ǫijk est le tenseur totalement antisymétrique ave ǫ123 = 1.
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A.2 Normalisation des spineurs


























et la normalisation :
u†s′(p)us(p) = 2Eδs′s , u¯s′(p)us(p) = 2Mδs′s (A.6)








|n〉〈n| , |n >= |N, ~pn, s > (A.7)
Annexe B
Résultats numériques
B.1 Fateurs de forme
Dans ette setion sont rassemblés les résultats numériques pour GE , GM , GA et GP .
Les erreurs ahées pour GA et GP ne prennent pas en ompte l'erreur de ZA.











Tab. B.1: Fateur de forme pour l'ensemble B1
(aQ)2 GE GM GA GP
0.00 0.9949 ± 0.0069 0.0000 ± 0.0000 1.0953 ± 0.0681 0.0000 ± 0.0000
0.064 0.6316 ± 0.0185 2.4646 ± 0.2108 0.9003 ± 0.0571 6.3944 ± 0.7029
0.123 0.4629 ± 0.0202 1.6507 ± 0.1287 0.7541 ± 0.0463 3.9126 ± 0.3720
0.176 0.3636 ± 0.0327 1.3636 ± 0.1964 0.6427 ± 0.0828 2.4702 ± 0.4365
0.226 0.2810 ± 0.0403 0.8000 ± 0.1543 0.4089 ± 0.0602 1.3365 ± 0.2958
0.273 0.2117 ± 0.0335 0.7133 ± 0.1298 0.3931 ± 0.0603 1.0631 ± 0.2167
0.317 0.1423 ± 0.0365 0.4372 ± 0.1436 0.2170 ± 0.0629 0.2851 ± 0.1682
0.400 −0.055 ± 0.0740 0.1144 ± 0.1621 0.0444 ± 0.0768 0.1173 ± 0.2627
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Tab. B.2: Fateur de forme pour l'ensemble B2
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 1.0041 ± 0.0671 0.0000 ± 0.0000 1.1225 ± 0.0273 0.0000 ± 0.0000
0.065 0.6039 ± 0.0434 2.8075 ± 0.1577 0.9251 ± 0.0262 7.6035 ± 0.6328
0.124 0.4335 ± 0.0367 2.1499 ± 0.1312 0.7871 ± 0.0272 4.1691 ± 0.3331
0.179 0.3361 ± 0.0534 1.9437 ± 0.2215 0.7304 ± 0.0699 2.9860 ± 0.4302
0.231 0.3161 ± 0.1098 1.5575 ± 0.5642 0.6041 ± 0.2061 1.9593 ± 0.8490
0.279 0.2632 ± 0.0942 1.3039 ± 0.4128 0.5937 ± 0.1775 1.6930 ± 0.5794
0.326 0.1471 ± 0.0692 0.6735 ± 0.3572 0.3265 ± 0.1654 0.7637 ± 0.5169
0.412 0.0561 ± 0.0478 0.2414 ± 0.1499 0.1621 ± 0.0742 0.3592 ± 0.2408











Tab. B.3: Fateur de forme pour l'ensemble B3
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 0.9997 ± 0.0028 0.0000 ± 0.0000 1.1296 ± 0.0236 0.0000 ± 0.0000
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(aQ)2 GE GM GA GP
0.065 0.6606 ± 0.0173 2.7305 ± 0.1187 0.9083 ± 0.0211 7.0924 ± 0.5145
0.125 0.4633 ± 0.0187 1.9739 ± 0.1095 0.7639 ± 0.0279 4.2596 ± 0.2909
0.180 0.3400 ± 0.0304 1.6720 ± 0.1412 0.6527 ± 0.0465 2.5475 ± 0.3181
0.232 0.2840 ± 0.0483 0.9804 ± 0.1730 0.5039 ± 0.0679 1.6786 ± 0.3617
0.281 0.2590 ± 0.0567 0.9675 ± 0.2275 0.4637 ± 0.0960 1.0811 ± 0.2998
0.328 0.1844 ± 0.0699 0.7047 ± 0.2497 0.3593 ± 0.1137 0.9365 ± 0.3512
0.415 0.0325 ± 0.0477 0.0994 ± 0.1565 0.0490 ± 0.0462 0.0221 ± 0.1642











Tab. B.4: Fateur de forme pour l'ensemble B4
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 1.0020 ± 0.0018 0.0000 ± 0.0000 1.1628 ± 0.0184 0.0000 ± 0.0000
0.065 0.6736 ± 0.0132 3.0128 ± 0.1041 0.9448 ± 0.0148 7.3639 ± 0.3911
0.125 0.4900 ± 0.0167 2.2292 ± 0.0834 0.8248 ± 0.0186 4.8891 ± 0.2314
0.182 0.3523 ± 0.0230 1.7763 ± 0.0952 0.7106 ± 0.0312 3.2672 ± 0.2249
0.235 0.2530 ± 0.0295 1.3559 ± 0.1393 0.5449 ± 0.0449 2.1508 ± 0.2547
0.285 0.1987 ± 0.0315 1.1824 ± 0.1469 0.5387 ± 0.0588 1.9747 ± 0.2735
0.333 0.1807 ± 0.0572 0.9924 ± 0.2782 0.5364 ± 0.1352 1.8065 ± 0.5166
0.423 0.0747 ± 0.0609 0.4695 ± 0.4483 0.2466 ± 0.1888 0.8149 ± 0.7152
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Tab. B.5: Fateur de forme pour l'ensemble B7
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 0.9986 ± 0.0038 0.0000 ± 0.0000 1.1603 ± 0.0483 0.0000 ± 0.0000
0.037 0.7211 ± 0.0153 2.5834 ± 0.1765 0.9997 ± 0.0424 8.1211 ± 0.9487
0.071 0.5652 ± 0.0172 2.1289 ± 0.1334 0.9063 ± 0.0413 6.0358 ± 0.5288
0.104 0.4581 ± 0.0239 1.8340 ± 0.1378 0.8180 ± 0.0504 3.8328 ± 0.4856
0.134 0.3512 ± 0.0258 1.4715 ± 0.1536 0.6780 ± 0.0528 2.5685 ± 0.4341
0.164 0.3214 ± 0.0229 1.4366 ± 0.1227 0.6534 ± 0.0561 2.1931 ± 0.2937
0.192 0.2656 ± 0.0256 1.1868 ± 0.1306 0.5911 ± 0.0639 1.6386 ± 0.2709
0.244 0.1927 ± 0.0327 0.9468 ± 0.2008 0.4498 ± 0.0823 1.1151 ± 0.2960
0.269 0.1745 ± 0.0328 0.7748 ± 0.1449 0.3795 ± 0.0693 0.7096 ± 0.2463
0.294 0.1089 ± 0.0313 0.5842 ± 0.1244 0.3227 ± 0.0642 0.5011 ± 0.2358
0.317 0.1037 ± 0.0300 0.4499 ± 0.1032 0.2600 ± 0.0531 0.5415 ± 0.1884
0.340 0.1502 ± 0.0634 0.4463 ± 0.2432 0.2075 ± 0.1174 0.7137 ± 0.4078











Tab. B.6: Fateur de forme pour l'ensemble B6
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 0.9989 ± 0.0023 0.0000 ± 0.0000 1.0982 ± 0.0314 0.0000 ± 0.0000
0.037 0.7191 ± 0.0136 2.8278 ± 0.1680 0.9757 ± 0.0222 8.1062 ± 0.6103
0.071 0.5514 ± 0.0150 2.2582 ± 0.1187 0.8814 ± 0.0220 5.7667 ± 0.4300
0.104 0.4329 ± 0.0199 1.7436 ± 0.0971 0.7881 ± 0.0245 4.0792 ± 0.3175
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(aQ)2 GE GM GA GP
0.135 0.3451 ± 0.0238 1.5311 ± 0.1436 0.7041 ± 0.0412 2.5472 ± 0.3480
0.165 0.2969 ± 0.0201 1.3090 ± 0.0962 0.6369 ± 0.0312 2.1804 ± 0.2203
0.193 0.2337 ± 0.0199 1.0420 ± 0.1078 0.5866 ± 0.0409 1.7903 ± 0.2109
0.247 0.2170 ± 0.0359 1.1006 ± 0.2356 0.5332 ± 0.0965 0.9763 ± 0.3037
0.273 0.1451 ± 0.0282 0.7476 ± 0.1861 0.4550 ± 0.0909 0.8154 ± 0.2655
0.297 0.0866 ± 0.0316 0.6731 ± 0.2176 0.4036 ± 0.1130 0.7695 ± 0.3144
0.321 0.0854 ± 0.0328 0.4467 ± 0.1630 0.3167 ± 0.0970 0.5123 ± 0.2354
0.344 0.0273 ± 0.0966 0.2182 ± 0.2026 0.0938 ± 0.0974 0.0042 ± 0.2394











Tab. B.7: Fateur de forme pour l'ensemble C1
(aQ)2 GE GM GA GP
−0.00 0.9887 ± 0.0152 0.0000 ± 0.0000 1.1941 ± 0.0799 0.0000 ± 0.0000
0.036 0.7089 ± 0.0439 2.7557 ± 0.2738 0.8675 ± 0.0496 6.8323 ± 1.0932
0.069 0.4763 ± 0.0428 1.9491 ± 0.2025 0.7414 ± 0.0537 4.2174 ± 0.5932
0.100 0.3791 ± 0.0688 1.4572 ± 0.2331 0.5453 ± 0.0736 1.5385 ± 0.5766
0.129 0.3072 ± 0.0720 1.0907 ± 0.2835 0.4611 ± 0.1036 1.3493 ± 0.6005
0.156 0.2741 ± 0.0926 0.8270 ± 0.3007 0.5153 ± 0.1534 1.3424 ± 0.5480
0.182 0.1887 ± 0.0614 0.5342 ± 0.1837 0.4118 ± 0.1003 1.1506 ± 0.3628
0.230 0.0548 ± 0.0514 0.2121 ± 0.1638 0.0709 ± 0.0635 0.2267 ± 0.2269
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Tsink=16




Tab. B.8: Fateur de forme pour l'ensemble C2
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 0.9995 ± 0.0038 0.0000 ± 0.0000 1.1680 ± 0.0304 0.0000 ± 0.0000
0.036 0.6539 ± 0.0210 3.0657 ± 0.1631 0.9599 ± 0.0289 8.2583 ± 0.6298
0.070 0.4843 ± 0.0258 2.2726 ± 0.1464 0.8432 ± 0.0330 5.2063 ± 0.4065
0.102 0.3617 ± 0.0428 1.8460 ± 0.1905 0.7998 ± 0.0541 4.0180 ± 0.4202
0.132 0.3332 ± 0.0490 1.5014 ± 0.2203 0.6287 ± 0.0810 2.1711 ± 0.4412
0.160 0.2193 ± 0.0309 1.0838 ± 0.1443 0.5239 ± 0.0495 1.5182 ± 0.2120
0.187 0.2179 ± 0.0577 1.0716 ± 0.3441 0.4975 ± 0.1509 1.5022 ± 0.5337
0.238 0.1005 ± 0.0359 0.3110 ± 0.1162 0.1997 ± 0.0517 0.5703 ± 0.2046











Tab. B.9: Fateur de forme pour l'ensemble C3
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 0.9985 ± 0.0017 0.0000 ± 0.0000 1.1752 ± 0.0246 0.0000 ± 0.0000
0.037 0.6802 ± 0.0122 2.9291 ± 0.1079 0.9749 ± 0.0198 8.9315 ± 0.4928
0.071 0.5008 ± 0.0160 2.1628 ± 0.0954 0.8027 ± 0.0185 4.9999 ± 0.2679
0.103 0.3987 ± 0.0265 1.8386 ± 0.1244 0.7285 ± 0.0308 3.7569 ± 0.2810
0.134 0.3404 ± 0.0358 1.4805 ± 0.1554 0.6378 ± 0.0546 2.5959 ± 0.3285
0.163 0.2747 ± 0.0356 1.2948 ± 0.1405 0.5654 ± 0.0545 2.1437 ± 0.2426
0.190 0.2179 ± 0.0434 1.0124 ± 0.1730 0.4515 ± 0.0690 1.4796 ± 0.2472
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(aQ)2 GE GM GA GP
0.243 0.1186 ± 0.0429 0.5047 ± 0.1540 0.2684 ± 0.0680 0.8538 ± 0.2324











Tab. B.10: Fateur de forme pour l'ensemble D1
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000 0.9963 ± 0.0061 0.0000 ± 0.0000 1.1410 ± 0.0434 0.0000 ± 0.0000
0.016 0.6982 ± 0.0175 2.5901 ± 0.1670 0.9907 ± 0.0333 11.331 ± 0.8686
0.031 0.5753 ± 0.0220 1.9910 ± 0.1186 0.8589 ± 0.0214 5.9692 ± 0.4337
0.046 0.4500 ± 0.0286 1.7479 ± 0.1418 0.7684 ± 0.0285 3.8657 ± 0.3761
0.059 0.3328 ± 0.0440 1.4276 ± 0.1416 0.7091 ± 0.0496 3.0390 ± 0.3777
0.072 0.2983 ± 0.0323 1.2967 ± 0.1111 0.6250 ± 0.0305 2.2453 ± 0.2013
0.084 0.2438 ± 0.0328 1.1406 ± 0.1215 0.5815 ± 0.0373 1.6179 ± 0.1852
0.107 0.1644 ± 0.0330 0.7481 ± 0.1208 0.4451 ± 0.0484 1.3029 ± 0.2121
0.118 0.1340 ± 0.0235 0.7086 ± 0.0945 0.4080 ± 0.0362 0.9029 ± 0.1411
0.129 0.0916 ± 0.0325 0.5054 ± 0.1424 0.3519 ± 0.0593 0.6483 ± 0.1699
0.139 0.1022 ± 0.0431 0.3563 ± 0.1346 0.2771 ± 0.0593 0.4980 ± 0.1416







inverse lattie spaing= 3.55 GeV
MN=1.345 Gev
plateau :[5,13℄
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ZA =0.788 (6)
Tab. B.11: Fateur de forme pour l'ensemble D2
(aQ)2 GA GP
−0.00 1.1342 ± 0.0256 0.0000 ± 0.0000
0.036 0.8490 ± 0.0217 6.2738 ± 0.4389
0.068 0.7181 ± 0.0260 3.4608 ± 0.2366
0.098 0.5819 ± 0.0585 2.0919 ± 0.2980
0.126 0.4810 ± 0.1104 1.1214 ± 0.3802
0.152 0.3817 ± 0.0773 0.8670 ± 0.2108
0.176 0.2064 ± 0.0460 0.3785 ± 0.1102
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B.2 Rayons de harge et moment magnétique
La table B.12 présente les résultats numériques pour 〈r2E〉, 〈r2M 〉p−n, µp−nM , 〈r2A〉p−n.
Tab. B.12: Résultats pour tous les ensembles de 〈r2E〉,
〈r2M 〉p−n, µp−nM et 〈r2A〉p−n.
Ensemble 〈r2E〉p−n 〈r2M 〉p−n µp−nM 〈r2A〉
B1 0.362 ± 0.022 0.455 ± 0.067 4.13 ± 0.48 0.155 ± 0.026
B2 0.403 ± 0.053 0.275 ± 0.054 3.89 ± 0.34 0.141 ± 0.017
B3 0.347 ± 0.022 0.333 ± 0.040 3.98 ± 0.22 0.163 ± 0.017
B4 0.328 ± 0.017 0.297 ± 0.024 4.09 ± 0.17 0.143 ± 0.011
B7 0.444 ± 0.025 0.357 ± 0.048 3.66 ± 0.29 0.186 ± 0.026
B6 0.468 ± 0.024 0.432 ± 0.039 4.05 ± 0.23 0.173 ± 0.017
C1 0.350 ± 0.049 0.410 ± 0.099 4.07 ± 0.62 0.242 ± 0.039
C2 0.365 ± 0.031 0.287 ± 0.044 4.04 ± 0.29 0.137 ± 0.018
C3 0.334 ± 0.017 0.301 ± 0.028 4.09 ± 0.17 0.164 ± 0.012
D1 0.413 ± 0.032 0.358 ± 0.037 3.89 ± 0.23 0.178 ± 0.021
D2 0.320 ± 0.020 0.223 ± 0.031 3.40 ± 0.24 0.144 ± 0.013
B.3 Fontions de struture
La table B.13 présente les résultats numériques pour 〈x〉u−d et 〈x〉∆u−∆d. Les erreurs




Tab. B.13: Résultats pour tous les ensembles de 〈x〉u−d et
〈x〉∆u−∆d.
Ensemble 〈x〉u−d 〈x〉∆u−∆d
B1 0.265 ± 0.017 0.288 ± 0.019
B3 0.266 ± 0.015 0.316 ± 0.011
B4 0.264 ± 0.014 0.316 ± 0.010
B7 0.287 ± 0.019 0.289 ± 0.019
B6 0.255 ± 0.018 0.300 ± 0.014
C1 0.251 ± 0.033 0.309 ± 0.028
C2 0.241 ± 0.016 0.309 ± 0.014
C3 0.265 ± 0.012 0.300 ± 0.011
D1 0.275 ± 0.020 0.280 ± 0.017
D2 0.265 ± 0.016 0.300 ± 0.011
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Résumé
La ompréhension de la struture interne du nuléon à partir de la ChromoDynamique
Quantique est un enjeu majeur de la physique hadronique. Seule la QCD sur réseau per-
met d'évaluer numériquement les observables à partir des prinipes ab-initio. Le sujet de
ette thèse est l'étude des fateurs de forme du nuléon et le premier moment des fontions
de distributions de partons en utilisant une ation disrétisée ave des fermions de masse
twistée. Cette dernière a l'avantage de supprimer les eets de disrétisation au premier
ordre en la maille du réseau. D'autre part, l'ensemble des simulations permet un ontrle
aru des erreurs systématiques. Après avoir détaillé les tehniques de alul utilisées, je
présenterai les résultats obtenus pour un large éventail de paramètres, mailles de réseau
variant entre 0.056 fm et 0.089 fm, volumes ompris entre 2.1 et 2.7 fm et masses de pi-
ons dans le domaine 260-470 MeV. La onstante de renormalisation vetorielle a ainsi été
obtenue dans le seteur du nuléon ave une grande préision. Pour le rayon de harge
életrique, les eets de volume ni mis en évidene fournissent une lef pour expliquer sa
dépendane hirale vers le point physique. Les résultats pour le moment magnétique et
axial, les frations d'impulsion et d'héliité portées par les quarks, ne présentent pas d'ef-
fets de disrétisation ni de volume ni signiatifs. Aux masses de pions onsidérées, leurs
valeurs montrent une déviation par rapport aux valeurs expérimentales, leur omportement
hiral n'exhibant pas la ourbure prédite par les perturbations hirales qui permettrait de
résoudre e désaord apparent.
Mots-lés : QCD sur réseau, fateurs de forme, életrique, magnétique, rayon de harge,
harge axial, fontions de distributions de partons
Abstrat
Understanding the struture of the nuleon from Quantum ChromoDynamis is one of the
greatest hallenges of hadroni physis. Only lattie QCD allows to determine numerially
the values of the observables from ab-initio priniples. This thesis aims to study the nuleon
form fators and the rst moments of partons distribution fntions by using a disretized
ation with twisted mass fermions. As a main advantage, the disretization eets are
suppressed at rst order in the lattie spaing. In addition, the set of simulations allows
a good ontrol of the systematial errors. After reviewing the omputation tehnis, the
results obtained for a wide range of parameters are presented, with lattie spaings varying
from 0.0056 fm to 0.089 fm, spatial volumes from 2.1 up to 2.7 fm and several pion masses
in the range of 260-470 MeV. The vetor renormalization onstant was determined in the
nuleon setor with improved preision. Conerning the eletri harge radius, we found a
nite volume eet that provides a key towards an explanation of the hiral dependene to
the physial point. The results for the magneti moment, the axila harge, the magneti
and axial harge radii, the momentum and spin frations arried by the quarks show no
dependene on the lattie spaing nor volume. In our range of pion masses, their values
show a deviationfrom the experimental values. Their hiral behaviour do not exhibit the
urvature predited by the hiral perturbation theory whih ould explain the apparent
disrepany.
Keywords : Lattie QCD, form fators, eletri, magneti, harge radius, axial harge,
partons distribution funtions
